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Le probleme

Une compagnie de téléphone veut fournir un service d’iden-
tifiant de I'appelant. C’est a dire a partir du numéro de téle-
phone retrouver le nom de I'appelant. Le nombre de numéro
de téléphone est R = 10'° — 1 etily a n abonnés. Comment

faire cela de la maniere la plus efficace possible.

[1 Un arbre balance (AVL, red-black) avec le numéro de te-
léphone comme clé : O(n) espace mémoire et O(logn) ac-
ces.

[] Un tableau avec R entrées : temps d’'acces optimal O(1)
par contre utilisation d’'une mémoire gigantesque O(R).
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La solution

Une table de hachage ("hash-code") est |la solution avec un
temps d’acces de O(1) et une utilisationde O(n+ N) en me-
moire, ou N est la taille de la table.

La fonction de hachage transforme I'espace des clés en un
espace plus petit. Supposons que I'on prenne le numéro
de téléphone modulo 5. Si Michel a comme numeéro de téle-
phone 04 91 26 00 03, alors il sera rangé dans la case 3.

0 1 2 3 4
Gilles Michel

Gilles (04 91 26 00 02) dans la case 2, mais ou ranger Julien
(04 91 26 00 63) ?
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Comment résoudre les conflits ?

Il suffit de construire une liste chainée qui contient toutes
les entrées ayant la méme valeur de hachage.

O +—» | —

1 o

21 4+ ] E— o
3| 4

41 4+ -

Le temps d’acces moyen sera O(n/N) et donc réglable en
fonction de .
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Comment construire une bonne fonction de
hachage ?

Dans ce qui suit nous allons supposer que la taille de la
table est N et que le nombre d’entrees est M. Il faut alors
que chaque entrée soit repartie le plus uniformément pos-
sible.

Cela depend de la nature de la cle. Si la clé est numérique
alors.

[1Si c’est un entier k£ alors on choisit h(k) = k (mod N).
Pourguoi a-t-on intérét a choisir N premier ?

[1SI k est un nombre flottant 0 < k£ < 1 alors on choisit
h(k)=|N xk|.
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Une bonne fonction de hachage (2)

Si k est une chaine k = cycy...c,—1 (¢; code numeérique du
ieme caractere de k). Il suffit de choisir un nombre «a et de
calculer avec le schéma de Horner :

h(k) =co+aci +a’co+---+a" c,_1 (mod N)

k = 0;
for int1 =n-1;,1 >= 0; I-)
k = k¥a + c[i] % M,

Java a choisit a = 31, vous pouvez prendre pour a n'importe
guelle valeur, sauf une puissance de 2, si le codage d'un
caractere est basée sur une puissance de 2.
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Une bonne fonction de hachage (3)

Mieux ? (a vous de me le prouver dans le devoir) : fonction
de hachage universelle.

a = 31415; b = 27183;

k = 0O;

for (int 1 = 0; 1 < n; 1++) {
k = k¥a + c[i] % N;
a = ab %(N - 1);

}

On peut espérer que la probabilité de conflit entre deux
chaines est 1/N, si les clés sont réparties uniformément.
Qu’est-ce gque lI'on peut en déduire ?
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Le probleme du remplissage

En anglais : "Occupancy problem". On veut placer au hasard M balles
dans N boites. On cherche a savoir comment les différentes boites vont

étre remplies. De maniere plus précise : soit X, la variable aléatoire qui
compte le nombre de balles dans la boite . On souhaite connaitre :

[] La moyenne et la variance de cette |oi

[] La probabilité qu’il y ait £ balles dans la boite i :
Pr|X, = k] (y compris pour k = 0)

[] La probabilité pour gu’'une boite contienne plus de k
balles: Pr|X; > k]

[] Le nombre moyen de tirages pour avoir une boite avec
deux balles.

[] Le nombre moyen de tirages pour remplir toutes les
boites "coupon collector"
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Moyenne et variance

Comme toutes les boites sont equivalentes, on peut raison-
ner sur la boite 1. Grace a la linearité des espéerances, on
q

EY Xj=M =) E[X;]=NE[XjJdonc E[X|] = M/N = a

Ceci n'est pas suffisant pour connaitre la répartition, car
toutes les balles pourraient étre dans la méme boite. Il faut
calculer la variance : o¢% = E[(X; — E[X1])? = E[X?] — E[X4]°

Pour cela il faut connaitre la loi de probabilité. Cependant
dans ce cas on peut s’en passer, en remarguant que : X1
est la somme de M variables aleatoires =x; indépendantes :
x; vaut 1 sila boite 1 a été choisie au tirage ¢ et 0 sinon.
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Moyenne et variance (2)

Pour cette loiona: Plx; =1 =1/Net Plz; =0=1—-1/N

On peut alors calculer la moyenne et la variance :

07 = E[(x;—1/N)]=(1—-1/N)*Plz; = 1]+ (1/N)?Plz; = 0]
(1-1/N)* (1-1/N) 1

N i N? N

E[X{] = E[Z ;] = Z Elz;] = M/N = «

1

M
0? = ZazzM/N:oz
i=1

Car les variables z; sont indépendantes.
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La loi de probabilité

Cherchons maintenant la répartition dans chaque boite.
Pour cela nous allons calculer quelle est la probabilité que
la boite 1 contienne exactement £ boules.

Si on considere la boite 1, pour chague tirage d’une boule,

on a une probabilite de % gue la boule soit dans la boite 1
et 1 — 1/N que la boule soit ailleurs que dans la boite 1. Il
s’agit d’'un schéma de Bernouilli (loi binomiale).

ron-u-ci(3) (13)”

On pose toujours o = M/N .
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La loi de probabilité (2)

Si k=0alors: Pr[X; =0] = (1 - %)M si M et N sont grand
M/N

alors : (1 — %)M = ((1 — %)N) = e~ 2. Donc premier ré-
sultat :
PriX;=0=¢e"°

De maniere géenérale on trouve, si  k est petit et M et N

grand :

Oék

P?“[Xlzk‘] zﬁe_o‘

Ce qui n’est rien d’autre qu’une loi de Poisson. (Probleme
des files d'attente, ...)
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Veérification expérimentale

Il s’agit de voir comment les clé se répartissent dans les
differentes entrees de la table. Ona N = 342538. J'ai choisit
M = 600000. On a donc « = 0.57. Voici les résultats expéri-
mentaux et théoriques :

k | nb de boites mesuree nb de boite théorique

0 338982 339011
1 193485 193540
2 55447 55246
3 10400 10513
4 1492 1500
5 175 171
6 17 16
7 2 1
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L'occupation maximale d’une boite

On peut se demander quel est le nombre maximal de balles
gue l'on peut trouver dans une boite. Ce n’est pas la
bonne gquestion!! Il faut se fixer une probabilité a priori, par
exemple py = —— . Et se demander quel est le plus petit &

1000
tel que Pr|X; > k| <pog:

PriX; > k] = % CZ-M<%)@'(1_%>M7;

1=k+1

On va utiliser la loi de Poisson. Remarquons tout d’abord

gue (formule de Taylor) :

k Q(k—l—l

A R x e
6 _— o o o —_— 6
=7 B (k4 1)
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occupation maximale d’une boite (2)

k L k+1 k+1
PriX; >kl=1-"¢ T e ( - )'eo‘ - eo‘) @

£ k) (k+1)! (k+1)!

On va alors utiliser la formule de Stirling pour calculer la

factorielle : k! = v/27k (%)lC
ea \ ea\ "
Pr(X; > k] = (_)
1> k= Von(k + 1 (k + 1) Y

Pr|X, > ta| = (%)m
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L occupation maximale d’une boite (3)

Prenons deux exemples :

a=0>5eta=2.

On en déduit o

1
1000000

t a= 0.9 o= 2
Pr|X > 0.5t] | Pr|X > 2t]
3 0.86 0.55
4 0.46 0.045
5 0.22 0.002
8 0.01 < 107°
16 < 107
ue si

a = 0.5 alors on a une probabilité de

2, une liste supérieure a 16.
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Le paradoxe de I'anniversaire

Dans un amphi de n étudiants quel est la probabilité d’avoir
2 personnes nées le méme jour. Ou a partir de quel nombre
d’étudiants est-ce intéressant de parier qu’il y a deux per-

sonnes nées le méme jour ?

Nous allons faire I'essa.......
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Le paradoxe de l'anniversaire (2)

Nous avons NN = 365 boite et on peut supposer gue chague
étudiant représente un tirage d’'un nombre aléatoire entre

1 et 365. Quel est la probabilité qu’il y ait une boite conte-
nant 2 etudiants au bout de n tirages ? Cherchons plutét la
probabilité contraire P.

— 1 2 n—1
P =1x(1-—)x(1-=)x---x(1—
X (1= ) X (1= ) %o x (1= 1)
n—1 ; n—1
— H(l_ﬁ)<H6_N
1=1 1=1
1 n—1 n(n—1)

A
Q)
2
I\
,l
A
Q)
>
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Le paradoxe de I'anniversaire (3)

P(n)=1- e~ (n=1)n/(2N)

Sin=90et N = 365, Alors la probabilité que deux étudiants
solent nés le méme jour estde : 0,9999828. Cela vaut le coup
de parier!!!

Sin=24et N =365alors p=20,53.

Au fait est-ce probleme gque nous avons résolu dans I'am-
phi?

Je prends des risque : je predis gu’'au bout de q= 1_i_a es-
sais il y aura 2 étudiants ayant la méme date de naissance.
(a=90/365=0.25dou | ¢g~5)
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"Coupon Collector”

On a toujours N boites, combien faut-il tirer de boules aléatoirement
pour que dans chaque boite il y ait au moins une boule. On trouve ce

probleme également dans des livres ou on achete des images a coller :

combien faut-il acheter d’'images pour remplir le livre ? [250 => 1525]

On note tq,to,...,t, les tirages ou on remplit une boite qui était vide
auparavant. On pose X; = t;11 — t;. Les X, satisfont une distribution
géometrique de probabilité : (N —i)/N d'ou E(X;) = N/(N —1). On a
donc :

N—1 N—1 N—1 N
X = > X E(X):ZE(XZ-):ZN_Z_
1=0 1= 1=
N—1 1 N 1
— N;N_i:NggszHN:NlogN
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Méthode A : Liste chainées

Toutes les clés ayant le méme hachage (conflit) sont chainées entre-
elles. Cherchons le nombre moyen d’éléements a comparer en cas de
succes (le mot est dans le dictionnaire et en cas d’echec.

En cas de succes :ilya M mots dans le dictionnaire et N
entrees. Pour une boite si  p; est la probabilité d’avoir exacte-
ment ; éléments dans la boite . La longueur moyenne d’'une
liste E(S) estdonné par :

E(S) = Ixpi+2xpat---+Mxpy
EF(X) = a=0xXpo+1xp1+2Xxp+---+MXpy
E(S)

=
Le nombre moyen de comparaisons est donc 14+ /2
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Meéthode A : Liste chainées (2)

En cas d’échec , c’est plus simple : soit le hachage n’est pas
dans la table, soit il faut parcourir toute la liste chainée ju-

gu’'au bout. On a vu que la longueur moyenne d’'une liste
était de « donc le nombre moyen de comparaison est  «

Occupation mémoire : N mots pour la table + M mots pour
les clés + M mots pour les liens. Ce qui donne en tout :

N4+M+M=N+2Na= N(1+2a)

Exemple si M = 300000, N = 100000, = 3 : occupation
memoire = 700000 et nombre moyen de comparaisons par
consultation : 2,5
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Methode A : Liste chainées (3)

Voici un test avec le dictionnaire du francais et le texte de
Proust du Devoirl

M = 342538, nbMots = 79019, inDico = 77784,
outDico = 1235, nbEchecs = 4756

N alpha lgSu IgEC
100000 3.425 2.671  3.797
200000 1.713 1.822 1.904
300000 1.142 1.625 1.33
400000 0.856 1.473  0.989
500000 0.685 1.241  0.667
600000 0.571 1.342  0.635
700000 0.489 1.273  0.567
800000 0.428 1.214  0.453
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Methode B : Linear Probing

Dans ce cas on met les entrées directement dans la table.
Quand il y a un conflit, alors on parcours la table circu-
lairement et on met la nouvelle entrée dans la premiere
case libre. Quand on recherche un élement on fait la méme
chose, si on tombe sur une case vide, alors I'’élément n’est

pas dans la table.

public boolean containsKey(String s) {
Int 1 = hash(s);
while (table[i] '= null) {
If (s.equals(table[i])) return true;
| = (i + 1) % table.length;
}

return false;

}
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Methode B : Linear Probing (2)

Il se crée des "clusters"” et 'analyse est beaucoup plus com-
plexe. Il faudrait connaitre la répartion statistique des lon-
gueurs des cluster.

alpha = 0.57, N = 600 000, M = 342538

Nb de clusters = 104311, Ilg moy. d’'un cluster = 3.284
carré moyen de la taille d’'un cluster = 4.706

taille Nombre  taille Nombre

1 43258 38 1901
2 20741 9 1485
3 11989 10 1041
4 7328 s

S 5026 73 3
6 3732 74 0
7 2608 75 1
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Methode B : Linear Probing (3)

Je ne sais pas déemontrer ces formules. Mais voici les
nombres de comparaisons moyens (dans ce cas a<1):

1 | 1
2 1l — «

%(” [ —1a>2>

Occupation mémoire : N et c’est tout!!

En cas de succes

En cas d’échec
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Methode B : Linear Probing (4)

Un essal :

M = 342538, nbMots = 79019, inDico

N
400000
500000
600000
/00000
800000
900000

1000000
1100000
1200000
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lgSu
4.684
2.35
1.834
1.594
1.33
1.326
1.259
1.247
1.2

lgSuT

3.972
2.087
1.666
1.478
1.374
1.308
1.261
1.226
1.199

IgECT
24.613
5.539
3.217
2.415
2.028
1.805
1.658
1.553
1.478

77784, outDico = 1235

NbCmpT

491618
202704
153287
130296
107937
108411
100729
101141

05482
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Methode C : Double Hashing

Comme la méthode precédente sauf que quand il y a un
conflit, on ne cherche pas la prochaine case libre, mais on
fait un second hachage et on cherche ainsi la prochaine
case libre. Le but est de diminuer la taille des clusters.

public boolean containsKey(String s) {
Int 1 = hash(s);
while (table[i] '= null) {
If (s.equals(table[i])) return true;
| = (i + hash2(s) ) % table.length;
}

return false;
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Methode C : Double Hashing (2)

On essayera de montrer en TD comment trouver ces for-
mules :

En cas de succes

En cas d’'échec

Occupation mémoire : N et c’est tout!!
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Methode C : Double Hashing (3)

Mes résultats

M = 342538, nbMots =

N
400000
500000
600000
/00000
800000
900000

1000000
1100000
1200000
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alpha

0.856
0.685
0.571
0.489
0.428
0.381
0.343
0.311
0.285

lgSu
2.329
1.766
1.537
1.356
1.244
1.203
1.207
1.183
1.144

79019, inDico =

lgSuT IgEC
2.264 8.238
1.686 2.177
1.482 1.574
1.373 1.083
1.305 0.816
1.259 0.712
1.225 0.569
1.198 0.525
1.177 0.397

IgECT
6.944
3.175
2.331
1.957
1.748
1.616
1.522
1.451
1.399

77784, outDico = 1235

NbCmpT

220311
147722
127064
110607
100682
96994
96583
94527
90903
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Qui est le mellleur ?

Si on veut faire des comparaisons equitables, il faut se
mettre dans les mémes conditions au niveau de |'occupa-
tion mémoire. Par exemple si on choisit dans le cas du chai-
nage d'avoir une mémoire totale de 900 000 mots on trouve

alors (M = 342538 => N = 214924 => o = 1.59)

Méthode a | 1IgSu | IgEch
SeparateChaining 1.59 | 1.708 | 1.592
LinearProbing 0.381 | 1.326 | 1.109
DoubleHashing 0.381 | 1.203 | 0.712

Donc double hashing est la meilleure méthode

temps du double hachage est trop long!!
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Le Devoir 1

Etude de la fonction de hachage.
Mesure des performances en utilisant les listes chainées

pour resoudre les conflits.

[ Mesures des performances en utilisant le "linear pro-
bing".

[1 Mesures des performances en utilisant le "double ha-
shing".

[1 Concluez, en indiquant quel est selon vous la meilleure

methode ?
[1 Comment pourrait-on faire quand un mot n'est pas dans

le dictionnaire pour suggérer une orthographe ?

Document écrit (au plus 10 pages), A rendre le 22 Novembre
2004
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