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Obijectifs du cours

Les progrés des matériels informatiques et la complexité

des problemes posés maintenant a I'Informatique deman-

dent une nouvelle analyse. Il faut donc :

O Fournir les outils mathématiques nécessaires a I'analyse
des performances d’un algorithme.

[0 Avoir une idée de ce qui est faisable et infaisable actuelle-
ment.

0 Améliorer les performances des problemes  faciles.

[0 Savoir comment aborder les problemes  difficiles.
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Quelques Livres

0 Algorithms in C (Java) : Fundamentals, Data Structures, Sort-
ing, Searching de Robert Sedgewick (EUR 52,64)

[0 The Art of Computer Programming de Donald Ervin Knuth
(EUR 142,14) — 3 volumes - Prochaine édition 2004 .

O Introduction a I'analyse des algorithmes de Robert Sedgewick,
Philippe Flajolet (EUR 43,16)

[ Introduction to Computational Molecular Biology de Joao
Meidanis, Joao Carlos Setubal (EUR 111,31)
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Quelques Livres (2)

. SCIENCESSUP

__ Exercices corvighs avec rappels de cours

Licence 3' année + Master 1° e12 années

o | Optimisation
EXERCICES § diﬂlCile

ET PROBLEMES
D’ALGORITHMIQUE

144 énoncés avec solutions détaillées

Bruno Baynat * Philigpe Chrétienne
laire Hanen * Safia Kedad-Sidhoum

Alix Munier-Kordon * Christophe Picouleau

Prix 33,25 € Prix 42,75 €
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Quelques rappels mathématiques

Le but est d’exprimer les performances d'un programme,
en quantité de mémoire et en temps d’exécution, a l'aide de
fonctions qui dépendent de la taille des données.

— Notion de limites : quand n est grand.

— Relations de récurrences.

— Notions de combinatoire.

— Eléments de théorie des graphes.
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Limites

Il faut comparer les taux d'accroissement de différentes
fonctions qui mesurent les performances d’'un programme.

Notation “ 0" : Onditque f(z) = o(g(x)) pour x — oo Si
lim M =0

Ce qui veut dire que f croit plus lentement que ¢ quand =z
est trés grand. Par exemple :

% = o(z°) sinz = o(z)
14.709y/z = o(x/2 + Tcosx) 23logx = o(x-002)
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Limites (2)

Regle de I'Hopital : Si on a une forme indeterminée 00/00

alors : 1) )
. X . x
A @) T A )

Notation “ O” : On dit que f(z) = O(g(x)) s'il existe k et zg
tels que :

x>xz9 = f(z) <kg(x)
La notation o est plus précise que O, mais O est plus facile
a calculer et suffisant. Par exemple :

sinz = O(z) sinz = O(1)
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Limites (3)

Notation “ ~": Onditque f(z)~ g(z) si:

im M =
2w

Par exemple :

3z +1)* ~ 81zt 2%+ Tlogz + cosz ~ 2%
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Un classement des fonctions

Groupe 1:
loglogz, logz, log’z
Groupe 2 :
202z, 2% 2Ploga
Groupe 3 :
evV®  1.03%, 2°
Groupe 4 :
nl, n" 27
RAPPELS :

a®a¥ = aw+y7 (aw)y —_ aar:y7 a® = eacloga
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Remarque

2 16 64 256
loglogn | O 2 2.58 3
logn 1 4 6 8
n 2 16 64 256
nlogn |2 64 384 2048
n? 4 256 4096 65536
2n 4 65536 1.84467e+19 1.15792e+77
n! 2 2.0923e+13 1.26887e+89 8.57539e+506
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Calcul de sommes

Pour calculer la limite de :
F(n) = f(i)
i=1
On remplace ce calcul par celui des intégrales suivantes :
n n+1
/ f®)dt < F(n) < / ft)dt
0 1

Bien sur si f est une fonction croissante. Quelques exem-

Calcul de sommes (2)

Pour calculer n!:

n

n! = Hz = logn!= ilogi
i=1

i=1

On sait que la primitive de  logx est xlogz — z. On a donc :

nlogn —n <logn! < (n+1)log(n+1) —n

ples : n
F(n) =Y i Ce qui donne :
i=1 n (n+1)n+t
On trouve : pt+1 1P+ _ 1 =)"<nl<—
n < F(n) < L e en
p+1 p+1
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Formulaire Formulaire (2)

Formule de Stirling :

n 1 23
| = (=) 4
n! (e) \/27rn(1+12n+288n2+...)

Quelques sommes connues :
1fx”7§xi eziix
1—2 = Lyl
mais aussi :

I ot Ry
lfx_;x Oglfx_ZT
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Série harmonique :

"1 1
H, = Z;:lognJerrO(E)
i=1

ou v = 0,57721.

Un excellent formulaire ou vous avez toutes les formules de
mathématiques dont vous avez besoin se trouve a I'adresse
suivante : http ://www.csc.Isu.edu/~seiden/cheat.pdf . Cette
adresse ne marche plus!
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Relations de récurrence

Relations du premier ordre

La solutionde : z,, = b,x,_1 avec zo donné est :
n
Ty = To H bl
i=1

de maniere plus générale la solution de :  z, = byxn_1 + cp
avec xg donné est :
n n
wn = ([T 0 w0+ 3 di)
i=1 i=1
avec : ¢
di = ——— ‘
b
Hk:1 k
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Relations de récurrence (2)

Un exemple :

Tpt1 =3Tp+n, x0=0
Oncalcule: z; = 0,22 =1, 23 = 5. On pose : z, = 3"y, et
cela donne : "

Ynt1 = Yn + 3o yo=20

et donc : )
n— .
i 13" —2n—1
Yn = Z 3+l 3n 4
i=0
et finalement :
3"—=2n—1
Ty = f

Onvérifie: 21 =0,20=(9—-5)/4=1,23=(27T—-T7)/4=5
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Récurrence du second ordre

Pour trouver les solutions de :
Tn4+1 = QTp + bxn—la Zo, L1
On calcule les racines «a; et a; du polyndme caractéris-
tigue: 22 =ax+betona:
x, = Chal + Coay

On trouve les constantes en résolvant le systeme linéaire

suivant :
{ xo=Ci+ Cy

z1 = Crag + Chay
Si la racine est doubles alors les solutions sont de la forme
suivante : Zn = " (C1 + Cyn)
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Récurrences du second ordre (2)

Appliquons le travail précédent aux nombres de Fibonnaci :
Fopi=F,+Fh1, Fo=F=1

Soit ¢ = (1++/5)/2 et ¢o = (1 —+/5)/2 les racines de I'équa-
tion caractéristique 2 = z + 1. On trouve :

\/5 T T
F, = ?( 1+1 - ¢2+1)

Quand n est grand, cela est équivalent & :

V5

Fo=

#T =0.724 x 1.618"

On trouve Fyg = 6 x 1020
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Récurrences du second ordre (3)

Reprenons : z,y; = 3z, +n, zo=0.0n peut écrire :

Tpt1 = 3Tp+n

Tpto = 3Tpp1+n+1
dou: Tp+2 — 4CCn+1 +3z, =1
et: Tpt3 — DTpyo+ TTpi1 — 32, =0

Le polyndme caractéristique est :
(z — 1)2(z — 3) et la solution générale est :

z, = C1 + Con + C33"™
avec C1 =—1/4, Co=-1/2, C3=1/4.
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Les séries génératrices

Soit une suite ;' ug, U1, ..., Un, ...

On lui fait correspondre la série formelle (dite génératrice) :

u(Q) = Z up O™
n=0

1
Up=1 = 7170:1+<>+<>2+...+<>n+”_
1
Up =" = =1+c0+ 0%+ + 0"+ ...
1—-¢O
% >
= - = 2 nyo
Up n=>(17<>)2 O+ 20 + +nO" +
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Les séries génératrices (2)

Méthode que nous allons voir sur un exemple :

Upt3 = SUpt2 — BUupt1 +4Upn, uo=0,u =1, up =2

Soit u(X) la série génératrice de  u,,. Alors % est celle

(X)—up—u1 X
X2

correspondant a u,.; et “ est celle correspon-

dant & w49, ... On obtient alors en remplacant w43, up42, ...

par leur valeurs :

u(X)(1—5X +8X? —4X%) =
uo + (u1 — 5ug) X + (ug — Sup + 8ug) X2 = X — 3X2
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Les séries génératrices (3)

%) = X - 3X? _ 2, 25 05
U T T PX 1 8X2—4X®  1-X ' 1-2X ' (1-2X)?

-2
— = 214 X+X%+- -+ X"+...

T I+X+X 4+ 4+ X"+ ..)

2.5

= 25(14+2X +4X% 4+ ... £ 2"X" + ...

T o% (1+2X + ++ +...)

-0.5
= —05(1+4X +12X%24... 1)2" X" + ...
A= 2x)y 0.5(1+4X + +-+(n+1) +..0)
d'ou le total :

w(X) = X +2X7 4+ (2425 x2" = 0.5(n+1)2") X" + ...
etenfin: wu, = 2" —n2n-1_2
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Les séries génératrices (4)

Considérons la suite :
Upt1 — Uy =N =V, Uy =0

Ona:
v(X):0+1X+2X2+~~~+nX”+~-=(13(7X)2
on en déduit :
w_?’“(m:(l—){ixw
et: u(X) = X

1-3X)(1 - X)2
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Les séries génératrices (5)

X2 i “1/2 1/4
0I-30(1-X2 (1-% (0-X2 1-3x
dou: i 1 1
unzifi(nJrl)JrZ?)n
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Une inéquation de récurrence

Considérons la suite :
T+l < Ty +Tp—1+ n?

On va montrer par récurrence que =, < Ka™. Pourtout ¢ >0
posons o2 —a — 1 =t (par exemple ¢ = 0.01).

En considérant la récurrence :
Tpy1 < Ka"+ Ka" ' 4 n? = Ka" Ya+1) +n?
Tpp1 < Kot — (tKa" ' — n?)

Il faut donc que 2
g K > max T 1 n
(6]

n—1
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Une inéquation de récurrence (2)

Avec t = 0.01, on trouve « = 1.622497216. Tragons alors la
2
courbe : f(x) z

= a1

dou z, = O(a”) = O((¢ + €)"), ¢ = 1.618033989
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