AVL arbres

MPCI Spécialité informatique

Stéphane Grandcolas

Aix-Marseille Université

Contact : stephane.grandcolas@univ-amu.fr

S. Grandcolas, 2024


stephane.grandcolas@univ-amu.fr

Structure de données dictionnaire

Implémente les opérations :
> ajout,
» suppression,
» recherche.

ABR AVL
ajout O(h) O(log n)
suppression  O(h) O(log n)
recherche O(h) O(log n)

h : hauteur de |'arbre, logn < h < ns'il y a n éléments.

S. Grandcolas, 2024



ABR (arbres binaires de recherche)

Définition. Un ABR est un arbre
binaire qui satisfait |'ordre infixe,
i.e. pour tout noeud p = (x, G, D)

P
10
> tout élément ¢ figurant dans G (12 (a1
vérifie ¢ < x (39 (69
> tout élément c figurant dans D (2 (49 (9

vérifie ¢ > x (22
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AVL-arbres (Adelson - Velskii et Landis, 1962)

75

Définition. Un AVL-arbre est un arbre binaire de recherche
équilibré, i.e. tel que pour tout noeud p = (x, G, D),

|hauteur(G) — hauteur(D)| < 1
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AV L -arbres

33
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ABR non équilibré

/ \
33 50
/N /N
14 43 45 57
/ \ /
11 18 52

ABR respectant la propriété
d'équilibre
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AV L -arbres

Propriété : la hauteur h d'un AVL-arbre de taille n vérifie

h = O(log n)

S. Grandcolas, 2024



AV L -arbres

Propriété : la hauteur h d'un AVL-arbre de taille n vérifie

h = O(log n)

Preuve. On note spn(h) la taille minimale d'un AVL de hauteur h.
Smin(0) = 0 et smin(1) = 1. Si h > 2 alors

smin(h) =1 + smin(h - 1) + smin(h - 2)
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AV L -arbres

Propriété : la hauteur h d'un AVL-arbre de taille n vérifie

h = O(log n)

Preuve. On note spn(h) la taille minimale d'un AVL de hauteur h.
Smin(0) = 0 et smin(1) = 1. Si h > 2 alors

5min(h) =1 + smin(h - ]-) + Smin(h - 2)

.y n
leme

n nombre de Fibonacci : F,, = F_1+ Fpo ~ £

N V5
Fo=0 F=1cetyp= 172‘/5 le nombre d’or
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AV L -arbres

Propriété : la hauteur h d'un AVL-arbre de taille n vérifie

h = O(log n)

Preuve. On note spn(h) la taille minimale d'un AVL de hauteur h.
Smin(0) = 0 et smin(1) = 1. Si h > 2 alors
smin(h) =1 + smin(h - ]-) + smin(h - 2)

n nombre de Fibonacci : F, = F_1 + Fpoo ~ £

V5
Fo=0 FL=1¢etp= 17;5 le nombre d’or

Donc spmin(h) > % et pour un AVL de taille n et de hauteur h

h< logw(\/g x n) = O(log n)
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Rotations

Objectif : rétablir la propriété d'équilibre

» en préservant |'ordre infixe,

» pour un colit minimal (temps constant).

Type :
» rotation simple,

» rotation double.

Direction :
> 3 droite,
» 3 gauche.
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Rotation simple (a gauche)

N e
X ) / q ly
Al A3
A2 Al A2
A3 D

On suppose que Al, A2 et A3 sont équilibreés,
de méme que le sous-arbre enraciné en g.
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Rotation double (a gauche)

x|

e}
N

Le déséquilibre est dii au sous-arbre A3 (¢a pourrait étre A2),
Al, A2, A3 et A4 sont équilibrés,
ainsi que le sous-arbre enraciné en gq.
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Rotation simple aprés insertion

p
q

| /

/
Al Al
A2 A3 D) A2

L'insertion d'une nouvelle valeur dans A3 déséquilibre I'arbre en p.
Ca penche a droite en p, ca penche a droite en g.
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Rotation double aprés insertion

p
N\ a /
X [ x) q
\/ N \ . \/
y LYy
Al Al
A2 A3 D A2 A3

L'insertion d'une nouvelle valeur dans A2 déséquilibre I'arbre en p.
Ca penche a droite en p, ca penche & gauche en q.

S. Grandcolas, 2024



AVL : maintien de |'équilibre

Insertion :
P insérer comme dans un ABR,
» remonter la branche en rééquilibrant éventuellement.

Au plus une rotation

Suppression :
» supprimer comme dans un ABR,

» remonter la branche a partir du noeud décroché, en
rééquilibrant chaque fois que nécessaire.

Au plus autant de rotations que de noeuds dans la branche.
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AVL : insertion exemple

44 44 44
N RN N

33 50 33 50 50

/N /N /N /N
14 43 45 57 \43 45 57 11 33 45 57

/ / \ /

11 18 52 11 18 52 12 18 43 5.

\
12
insertion de la valeur 12 aprés rotation simple
déséquilibre en (33) a droite

(33) est le premier noeud avec un déséquilibre rencontré si on remonte la branche a
partir de (12)

Ca penche a gauche et a gauche ca penche a gauche — rotation simple a droite.
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AVL : suppression exemple

/ N SN PN
’ o

‘ \ 1/ \33 a u/ \33 .
12 15 4 \12 18/ \43 '/ \u 18/ \43

suppression de 45 déséquilibre en (50) aprés rotation double

(50) est le premier noeud avec un déséquilibre rencontré si on remonte la branche a
partir de (50)

Ca penche a droite et a droite ca penche a gauche = rotation double.

C'est équilibré en (44), il n'y a pas lieu de faire d'autres rotations.
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