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1

Introdution

Cette thèse est onsarée à l'étude des problèmes ombinatoires NP-omplets les plus las-

siques � eux qui arrivent en tête du atalogue de Garey & Johnson [33℄ � et se entre sur la

lasse des problèmes linéairement équivalents au problème le plus élèbre d'entre tous : Sat, i.e.,

la satisfaisabilité d'une formule de la logique propositionnelle. Sur et aspet, nos travaux se si-

tuent dans le prolongement de eux de N. Creignou dans sa Thèse �Temps Linéaire et Problèmes

NP-omplets� [19℄, ainsi que de eux de A. Dewdney [25℄ et E. Grandjean.

L'intérêt des rédutions en temps linéaire est d'établir un lien entre les problèmes qui est

bien plus étroit que elui établi par les rédutions en temps polynomial. En e�et, si la rédution

en temps polynomial a fait le suès de la lasse de omplexité NP

1

et elui de ses problèmes

NP-omplets

2

pare qu'elle a permis la dé�nition d'une lasse de omplexité large, elle a le

défaut de sa qualité en regroupant des problèmes de omplexités très diverses pour le temps :

Si l'on admet que le meilleur algorithme déterministe pour Sat prend un temps exponentiel

2

O(n)

pour une formule propositionnelle de taille n, alors la rédution à Sat d'une instane de

taille n d'un problème NP-omplet en temps polynomial O(n

k

) laisse suggérer un temps 2

O(n

k

)

pour e problème. Car la plupart du temps, la rédution en temps polynomial O(n

k

) est en

fait une simple transformation d'instane résultant en une instane de taille également O(n

k

).

Intuitivement, pour une lasse de omplexité bien dé�nie pour le temps, un problème omplet

dans ette lasse devrait représenter les problèmes les plus di�iles de la lasse. Ce n'est pas le

as de Sat pour NP, pourtant l'arhétype des problèmes NP-omplets.

Les rédutions linéaires ne onnaissent pas e problème : le temps onsommé par la rédution

étant O(n), l'espae utilisé est néessairement aussi O(n), et en partiulier, l'instane produite

par une transformation linéaire est de taille O(n). Si l'on a une rédution linéaire d'un pro-

blème A à un problème B, une omplexité f(n) pour B se transforme don en une omplexité

O(f(O(n))) pour A, qui est aussi O(f(n)) pour toutes les fontions de omplexité f(n) ommu-

nément renontrées.

De même que la rédution en temps polynomial est l'outil naturel pour étudier la lasse

NP, la rédution en temps linéaire est assoiée à la lasse NLIN

3

[45, 46, 48℄. Si l'on veut

obtenir une lasse robuste pour le temps linéaire, il faut ii abandonner la mahine de Turing

(MT) omme modèle de alul. Une modélisation du temps linéaire existe bien sur MT, et des

hoses intéressantes sont onnues dans e modèle � en partiulier le résultat de séparation de

Paul, Pippenger et al. [69℄, DTIME

MT

(n)(NTIME

MT

(n), l'analogue de la onjeture non résolue

1

la lasse des problèmes de déision déidables en temps polynomial sur mahine de Turing non-déterministe.

2

les problèmes dans NP auxquels tout problème dans NP est rédutible en temps polynomial sur Mahine de

Turing déterministe.

3

l'ensemble des problèmes déidables en temps linéaire non-déterministe.

1
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pour le temps polynomial P

?

( NP � mais d'une part, on ne sait rien aluler d'intéressant en

temps linéaire déterministe sur MT, et d'autre part l'intuition que l'on se fait du temps linéaire

déterministe n'est absolument pas réalisée par les mahines de Turing. La taille de la donnée

elle même n'est pas naturelle : l'alphabet d'une MT étant borné, oder un graphe à n sommets

et m arêtes par liste de suesseurs sur un ruban de la MT prend un espae de l'ordre de

(n+m) log(m+ n).

Ce manque de robustesse a amené ertains auteurs qui ont voulu ra�ner la rédution poly-

nomiale à abandonner le temps linéaire pour un temps plus robuste sur MT : le temps quasi-

linaire [77, 14, 49℄ NQL= NTIME

MT

(n(log n)

O(1)

), dé�ni par Shnorr qui montre notamment

que Sat est NQL-omplet sous rédutions dans QL= DTIME

MT

(n(log n)

O(1)

). D'autres auteurs,

omme E. Grandjean [44, 45℄ et N. Creignou [19, 20℄, restant dans le adre du temps linéaire

sur MT avant de l'abandonner, ont montré qu'un ertain nombre de problèmes sont linéairement

inter-rédutibles ave Sat sur MT si l'on autorise elle-i à e�etuer gratuitement un nombre

�xé de tris.

Pourtant, le temps linéaire est une notion bien naturelle. Qu'a-t-on envie d'appeler temps

linéaire sur un problème de graphe ? Clairement, un temps O(n+m) et non pas (n+m) log(m+n).

Quel problème s'attend-t-on à résoudre en temps linéaire déterministe suer un graphe ? Parourir

e dernier en profondeur ou en largeur, déterminer les plus ourts hemins d'un sommet donné

à tous les autres pourvu que le oût des arêtes soit borné, déider s'il est biparti, déider s'il est

onnexe et sinon déterminer ses omposantes maximalement onnexes, déider s'il est bionnexe

et sinon déterminer ses points d'artiulation, aluler un arbre ouvrant tous ses sommets, et s'il

est planaire, on peut vouloir le trianguler ou aluler son graphe dual : toutes es tâhes se font

ommunément en temps linéaire sur les arhitetures réelles, et l'on souhaite pouvoir les utiliser

dans nos rédutions.

En fait, déider de la trionnexité d'un graphe [52℄, déider de la planarité d'un graphe [53, 10℄,

et si oui aluler son plongement dans le plan [67℄ et aluler tous les plus ourts hemins à soure

�xée [51℄ sont également des tâhes qui se font en temps linéaire, bien que loin d'être triviales.

On sait don faire beauoup de hoses intéressantes en temps linéaire sous réserve de pouvoir

aéder en temps onstant à une ase mémoire par son adresse (e.g., aéder au k

eme

élément

d'un tableau et aéder au suesseur d'un noeud dans une liste haînée), e que le modèle de

alul de la MT ne permet pas à ause de ses têtes de rubans ne pouvant se déplaer à haque

pas de alul que d'une ase à gauhe ou à droite sur leurs rubans respetifs.

Il nous faut don une RAM (Random Aess Mahine), et nous plaer dans le adre des lasses

DTIME

RAM

(n) et NTIME

RAM

(n), mais pour quel modèle de RAM? Un modèle présentant une

ertaine robustesse vis-à-vis de la présentation de la donnée, et qui permet don de trier une

donnée en temps linéaire. Or, on ne sait pas trier n registres en temps signi�ativement inférieur

à n logn sur RAM dès lors qu'il n'y a pas de relation entre la apaité des registres et le nombre

n de registres à trier. Certains auteurs ont tenté d'abattre ette barrière et prétendent atteindre

le temps linéaire, mais au prix de modèles de alul RAM irréalistes, dont la partiularité la plus

gênante est d'autoriser des opérations arithmétiques sur des nombres totalement non bornés

en leur a�etant un oût onstant. Ces modèles exploitent ette partiularité pour simuler du

parallélisme dans les opérations bit à bit. Nous perevons ette partiularité omme une faille

dans le modèle de alul, et y voyons la néessité de toujours maintenir une borne sur les valeurs

manipulées. Comment les borner ? Clairement si l'on veut pouvoir oder de façon aisée un graphe

à n sommets et m arêtes en espae s = O(n +m) omme dit plus haut, haque ase mémoire

(registre) doit pouvoir stoker une parmi O(s) valeurs, ar on doit pouvoir stoker une adresse

dans un registre. Dans la pratique algorithmique, et 'est le as pour toutes les tâhes aomplies
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en temps linéaire et itées i-dessus, on n'a jamais besoin de manipuler de valeurs au delà d'une

borne linéaire en la taille de la donnée, et 'est don dans le adre de e modèle de alul RAM,

dé�ni et formalisé par E. Grandjean, que prendront plae nos rédutions linéaires.

Le temps linéaire déterministe, resp. non-déterministe, pour de telles RAM est noté DLIN,

resp. NLIN. Toutes nos rédutions linéaires seront don par dé�nition DLIN. Comme NP, la

lasse NLIN possède ses problèmes omplets, dont RISA (Redution of Inompletely Spei�ed

Automaton [42℄, présent dans le atalogue de Garey & Johnson [33℄), mais à la fois peu naturels

et peu nombreux. A l'inverse, NLIN a la partiularité de ontenir les 21 problèmes NP-omplets

ités par Karp dans son papier fondateur [59℄ sur la lasse NP, et en partiulier Sat. Mais Sat et

ses problèmes équivalents sous rédutions linéaires, n'ont quasiment auune hane d'être NLIN-

omplets. En e�et, tout omme son analogue polynomial NP, aratérisé par Fagin [28℄ omme

l'ensemble des problèmes apturés par la logique existentielle du seond ordre sur les relations,

NLIN est aratérisée par une logique existentielle du seond ordre sur les fontions unaires. Du

point de vue de la quantité de non-déterminisme utilisée pour une instane de taille n ('est-à-

dire répartie dans n registres ontenant haun un entier < n, don en tout formée de �(n logn)

bits), ela signi�e pour NLIN qu'il faut deviner O(1) fontions sur un domaine de taille O(n), soit

une quantité d'information de l'ordre de n logn bits omme pour la donnée, alors que pour Sat,

il su�t de deviner O(n) bits sur un domaine de taille 2 (booléen), soit une quantité d'information

de l'ordre de n bits. Bien sûr, nous ne onnaissons pas le statut de Sat dans NLIN : prouver qu'il

est DLIN impliquerait P = NP et prouver qu'il est NLIN-omplet (i.e., réduire linéairement un

problème NLIN-omplet à Sat) signi�erait par la disussion préédente qu'on peut éliminer un

grand nombre de pas non-déterministes en utilisant un nombre équivalent de pas déterministes,

e qui pourrait probablement être exploité pour montrer que P = NP. En�n, prouver que Sat

n'est pas NLIN-omplet onstituerait une preuve de séparation de DLIN ( NLIN, analogue à

DTIME

MT

(n) ( NTIME

MT

(n) et probablement une piste pour la séparation de P et de NP.

Nous avons don un problème phare, Sat, à la fois NP-omplet et NLIN, qui n'est sans

doute pas �maximalement� omplet dans NP, 'est-à-dire non NLIN-omplet. Par onséquent,

nous onstruisons dans ette thèse une lasse taillée spéi�quement à la mesure de Sat, la lasse

LIN-LOCAL, tout simplement dé�nie omme la l�ture de Sat sous rédution DLIN, inluse

dans NLIN et où Sat est par dé�nition omplet sous rédution DLIN. La lasse tire son nom du

fait qu'on peut appliquer l'algorithme suivant, non-déterministe et à trois temps, à tout problème

appartenant à LIN-LOCAL : Dans un premier temps, un nombre linéaire d'étapes déterministes

alulent une struture fontionnelle ; Dans un deuxième temps, pour haque élément du domaine,

on devine un nombre onstant de bits ; En�n, dans un troisième temps, pour haque élément du

domaine, on véri�e que les bits devinés pour l'élément et ses images satisfont une formule logique

uniforme sur le domaine. La première étape prend un temps DLIN, et, si les autres étapes étaient

e�etuées en parallèle sur haque élément du domaine, elles prendraient un temps onstant.

Dans ette thèse, nous aratérisons logiquement la lasse LIN-LOCAL par la l�ture par

rédutions linéaires des problèmes sur strutures bijetives véri�ant une formule existentielle

monadique du seond ordre (EMSO) sur es strutures. Nous exhibons un problème, que nous

nommons �

min

, LIN-LOCAL-omplet (et don NP-omplet) sur strutures bijetives et ara-

térisé par une formule EMSO qui est minimale sous plusieurs ritères, dans la mesure où le

renforement d'un quelonque de es ritères rend le problème DLIN même si les autres ritères

sont relâhés : En partiulier, le nombre de bijetions de la struture est minimal, le pré�xe

EMSO de la formule est minimal, la longueur de sa partie sans quanti�ateur est minimale et

porte sur un nombre minimal d'atomes, et sa mise en CNF est minimale en nombre de lauses

de même que sa DNF en nombre d'anti-lauses. De plus, à quelques symétries naturelles près, la

formule aratérisant �

min

est l'unique formule réunissant es aratéristiques.
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Le résultat préédent est obtenu par des transformations linéaires entre Sat et notre problème

�

min

. Ces rédutions ont une partiularité sympathique : elles préservent aussi la planarité, i.e.,

si l'instane à réduire se traduit par un graphe admettant un plongement dans le plan sans

roisement d'arêtes, la transformation produit une instane admettant de même un plongement

dans le plan sans roisement d'arêtes. Cei a son importane ar, si on ne onnaît pas d'algorithme

déterministe sous-exponentiel pour Sat dans le as général, un algorithme déterministe en 2

O(

p

n)

pour Sat existe dès que le graphe biparti modélisant la relation d'ourrene des variables dans

les lauses est planaire [64, 65, 74, 82℄. Cet algorithme, qui suit une stratégie �diviser pour régner�,

exploite réursivement le fait qu'on peut toujours déonneter un graphe planaire en deux parties

de tailles relativement équilibrées en retirant un petit nombre de sommets, de l'ordre de

p

n.

Cette plus basse omplexité de Sat dans le plan (appelé alors Plan-Sat) nous pousse a dé�nir

la lasse LIN-PLAN-LOCAL, la lasse des problèmes linéairement rédutibles à Plan-Sat. La

préservation de la planarité par nos rédutions nous permet de transférer nos résultats préédents

sur ette lasse, à savoir que Plan-�

min

est LIN-PLAN-LOCAL-omplet, et possède les mêmes

aratéristiques de minimalité et d'uniité que �

min

.

Par équivalene linéaire à Sat et Plan-Sat respetivement, nous établirons la LIN-LOCAL-

omplétude du problème Vertex-Cover, et la LIN-PLAN-LOCAL-omplétude d'un grand

nombre de variantes du problème de l'Hamiltoniité planaire (Plan-Hamilton). Ces problèmes

ne semblent pas loaux à première vue ar, après la phase non-déterministe onsistant à deviner

O(n) bits, la phase de véri�ation n'est pas seulement onstituée de O(n) véri�ations loales,

indépendantes, et en temps onstant pour haque bit deviné, mais demande en plus un test

prenant un temps séquentiel linéaire sur l'ensemble des bits devinés : Pour Vertex-Cover, il

faut aluler la ardinalité de la ouverture devinée a�n qu'elle n'exède pas la borne exigée pour

la ouverture, et pour l'Hamiltoniité, il faut véri�er que l'ensemble des arêtes devinées omme

faisant partie de la solution est onnexe. Ce que montre la LIN-LOCALITE de es problèmes

est que la phase de véri�ation DLIN située après la phase non-déterministe devinant la solution

peut en quelque sorte être transférée avant ette phase. En e qui onerne Plan-Hamilton,

e résultat tient beauoup à l'aspet planaire du problème, et nous ne savons pas généraliser e

résultat au as non planaire, ou même simplement au as d'une surfae de genre supérieur à 0

omme le tore.

Il manque une propriété sympathique à notre rédution de Sat à �

min

: la parimonie [60℄,

i.e., la préservation du nombre de solutions de l'instane d'entrée dans l'instane de sortie. La

parimonie est une propriété désirable pour une rédution dans la mesure où elle permet de

transférer la di�ulté du omptage des solutions entre les problèmes, i.e., si un problème A se

réduit parimonieusement à un problème B, alors ompter le nombre de solutions d'une instane

de B est au moins aussi di�ile que de ompter elui d'une instane de A. Dans la pratique,

les rédutions parimonieuses établissent en fait une bijetion entre les solutions des instanes

d'entrée et de sortie, et l'on peut aluler failement une solution pour l'instane d'entrée en

fontion d'une solution pour l'instane de sortie. La struture des solutions étant préservée, la

omplexité de l'énumération l'est aussi. La parimonie permet aussi de préserver la omplexité des

problèmes qui vont au delà de la déision dans le adre NP (l'existene d'une solution failement

véri�able) et demandent s'il existe un nombre �xé de solutions, et en partiulier s'il existe une

solution unique : De tels problèmes posent à la fois la question de l'existene d'une solution

(question dans NP) et de la non-existene de deux solutions distintes (question dans o-NP), et

appartiennent par dé�nition à la lasse DP.

Le problème de la satisfaisabilité par un assignement unique (Unique-Sat) et sa variante

planaire (Unique-Plan-Sat) admettant une forme de DP-omplétude, il est intéressant d'ob-

tenir des équivalenes parimonieuses à es problèmes a�n de transférer ette di�ulté par les
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rédutions. Nous montrerons dans ette thèse que le problème de la 3-olorabilité des graphes

(3-Col) et sa variante planaire (Plan-3-Col), problèmes onnus omme étant linéairement

équivalents à Sat, sont parimonieusement équivalents à Sat et Plan-Sat lorsque l'on ompte

les 3-olorations isomorphes par permutation de ouleurs omme formant une seule et même

solution. Ce résultat uni�e les preuves existantes de NP-omplétude et de di�ulté de omptage

pour la 3-olorabilité [22℄ et la 3-olorabilité planaire [54, 55℄, et montre également une forme de

DP-omplétude pour Unique-3-Col et Unique-Plan-3-Col.

Bien que nous ne onnaissions pas de transformation parimonieuse de Sat (resp. Plan-Sat)

à �

min

(resp. Plan-�

min

), nous montrons ependant que notre rédution peut être rendue

faiblement parimonieuse, i.e., un lien fontionnel est préservé entre le nombre de solutions de

l'instane à réduire et de l'instane réduite, e qui su�t à préserver les résultats de di�ulté de

omptage, mais pas les autres omme elui de l'énumération. Nous montrons également qu'un

sur-problème de �

min

(resp. de Plan-�

min

), i.e., un problème qui ra�ne sa formule EMSO,

possède dans un adre plus restreint des propriétés de minimalité et d'uniité analogues à elles

de �

min

(resp. Plan-�

min

) mais ette fois pour l'équivalene linéaire et parimonieuse à Sat

(resp. Plan-Sat).

Ce mémoire s'organise en quatre hapitres prinipaux. Les trois premiers sont entrés sur

les aspets ombinatoires de ette thèse : rédutions parimonieuses, rédutions linéaires, et

rédution planaires. Les rédutions exposées dans ette thèse étant souvent à la fois linéaires,

planaires et parimonieuses, elles ont été réparties dans les trois hapitres ombinatoires en

fontion de la propriété (parimonie, linéarité, planarité) qui nous a semblé la plus di�ile à

établir :

Le hapitre 3, onsaré à la parimonie, regroupe les rédutions pour lesquelles l'aspet par-

imonieux a été le point de bloage. Nous y établissons tout d'abord que 3-Col se réduit par-

imonieusement à Plan-3-Col en temps quadratique, puis nous réutilisons les outils réés lors

de ette rédution pour établir l'équivalene parimonieuse (et linéaire) de 3-Col et Sat d'une

part, et de Plan-3-Col et Plan-3-Sat d'autre part. Les résultats de e hapitre sont à paraître

dans un numéro spéial [5℄ du journal TCS (Theoretial Computer Siene).

Le hapitre 4, onsaré à la linéarité, regroupe les rédutions pour lesquelles l'aspet linéaire

a été le point de bloage. Nous y établissons l'équivalene linéaire (et parimonieuse) de Plan-

Sat ave une variante partiulière de Plan-Hamilton : l'existene d'un yle Hamiltonien

dans un graphe non orienté. L'équivalene linéaire (et parimonieuse) de Sat et du problème de

ardinalité Vertex-Cover y est également démontrée. Ces résultats sont apparus la première

fois dans [3, 4℄ et ont été publiés dans les ates [7℄ de la onférene CSL 2002 (Computer Siene

Logi).

Le hapitre 5, onsaré à la préservation de la planarité, regroupe les rédutions pour les-

quelles l'aspet planaire a été le point de bloage. Ce hapitre étend le résultat préédent en le

généralisant pour un grand nombre de variantes de Plan-Hamilton : yles Hamiltoniens, he-

mins Hamiltoniens à extrémités �xes ou libres, dans un graphe orienté, non orienté, non orienté

de degré 3. Ces résultats sont apparus la première fois dans [3℄.

En�n, le hapitre 6 aborde les aspets logiques du mémoire : la lasse LIN-LOCAL et l'obten-

tion d'une formule minimale dérivant un problème NP-omplet. La dé�nition de LIN-LOCAL

est apparue pour première fois dans [6℄ ainsi que dans les ates [7℄ de la onférene CSL 2002.

La formule minimale dérivant un problème NP-omplet fait l'objet d'un artile [8℄ aepté à la

onférene STACS 2004 (Symposium on Theoretial Aspet of Computer Siene).
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2.1 Problèmes ombinatoires

Les problèmes abordés dans ette thèse sont les problèmes ombinatoires suivants, pour la

plupart des problèmes de déision, i.e., des problèmes pour lesquels on aepte ou on rejette une

instane. Les problèmes de déision i-dessous sont tous issus de problèmes de reherhe, i.e., des

problèmes pour lesquels on herhe en plus à produire en sortie une solution à la donnée entrée

lorsque elle-i est aeptée :

Problème Sat (satisfaisabilité)

Entrée : Une formule '(V;L) de la logique propositionnelle en CNF, onstituée d'une liste de

lauses L de longueurs quelonques, onstruites sur l'ensemble de variables V .

Question : Existe-t-il un assignement I sur l'ensemble V des variables tel que haque lause

dans L ontienne au moins un littéral évalué à vrai par I ?

Problème 3-Sat

Dé�nition : La restrition de Sat aux instanes ontenant uniquement des 3-lauses (lauses à

3 littéraux).

Voii un problème bien pratique et onnexe à la Satisfaisabilité que l'on va voir plus en détail

dans es préliminaires et qui va nous servir dans tous les hapitres de ette thèse.

Problème

1

3

-Sat (�exatly one among three satis�ability�) [76℄

Entrée : Une formule '(V;L) de la logique propositionnelle en CNF, onstituée d'une liste L

de 3-lauses monotones positives onstruites sur l'ensemble de variables V . Les 3-lauses sont ii

appelées

1

3

-lauses.

Question : Existe-t-il un assignement I sur l'ensemble V des variables tel que haque lause

dans L ontienne exatement une variable évaluée à vrai par I, les deux autres étant évaluées à

faux ?

Problème Nae-3-Sat (�not all equal satis�ability�)

Entrée : Une formule '(V;L) de la logique propositionnelle en CNF, onstituée d'une liste L

de 3-lauses monotones onstruites sur l'ensemble de variables V . Les 3-lauses sont ii appelées

Nae-3-lauses.

Question : Existe-t-il un assignement I sur l'ensemble V des variables tel que haque lause

dans L ontienne au moins une variable évaluée à vrai et une variable évaluée à faux par I ?

Le problème de la 3-olorabilité est l'objet de la totalité de notre hapitre 3 qui étudie ses

liens forts ave Sat.

Problème 3-Col (3-olorabilité)

Entrée : Un graphe G(V;E) non orienté.

Question : Existe-t-il un 3-oloriage des sommets deG, i.e., une fontion C : V �! fwhite; gray ; blakg

telle que quels que soient x; y 2 V , si (x; y) 2 E alors C(x) 6= C(y) ?

Problème Vertex-Cover

Entrée : Un graphe G(V;E) non orienté, et un entier k � jV j.

Question : Existe-t-il un sous-ensemble C de V de ardinalité jCj � k, tel que toute arête
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(x; y) 2 E soit ouverte par au moins un sommet, i.e., x 2 C ou y 2 C ?

Les problèmes Hamiltoniens seront l'objet des hapitres 4 et 5, où un lien fort ave Sat sera

établi dans le as des restritions planaires de es problèmes.

Problème UHam-Cyle (�undireted Hamiltonian Cyle�)

Entrée : Un graphe G(V;E) non orienté.

Question : Existe-t-il un sous-ensemble de E onstituant un yle Hamiltonien C dans G, i.e.,

un yle visitant une fois et une seule haque sommet de V ?

Problème UHam-Path (�undireted Hamiltonian Path with free ends�)

Entrée : Un graphe G(V;E) non orienté.

Question : Existe-t-il un sous-ensemble de E onstituant un hemin Hamiltonien C dans G,

i.e., un hemin d'extrémités quelonques visitant une fois et une seule haque sommet de V ?

Problème UHam-Path(x; y) (�undireted Hamiltonian Path with �xed ends�)

Entrée : Un graphe G(V;E) non orienté et deux sommets �xés x et y 2 V .

Question : Existe-t-il un sous-ensemble de E onstituant un hemin Hamiltonien C de x à y

dans G, i.e., un hemin de x à y visitant une fois et une seule haque sommet de V ?

Problèmes DHam-Cyle, DHam-Path, DHam-Path(x; y)

Dé�nitions : Les variantes respetives de UHam-Cyle, UHam-Path, UHam-Path(x; y) sur

les graphes orientés (�digraphes�). En e qui onerne DHam-Path(x; y), il sera pratique de

onsidérer que x et y peuvent être tous deux indi�éremment points de départ ou points d'arrivée

d'un hemin Hamiltonien orienté. On notera UHam-Path

���!

(x; y) la variante pour laquelle on exige

que x soit le point de départ et y le point d'arrivée.

Problème Hamilton (�Hamiltoniité�)

Dé�nition : Terme générique pour l'Hamiltoniité et désignant plus partiulièrement une va-

riante quelonque parmiUHam-Cyle,UHam-Path,UHam-Path(x; y),DHam-Cyle,DHam-

Path, DHam-Path(x; y).

Il est utile de onsidérer les problèmes onnexes à la Satisfaisabilité omme des problèmes de

graphes. La raison est qu'on peut alors parler d'instanes planaires pour es problèmes.

Dé�nition 2.1 (Graphe de formule) Soit '(V;L) une formule de la logique propositionnelle

en CNF onstituée d'une liste L de lauses onstruites sur un ensemble de variables V . Le graphe

de formule G

�

est le graphe biparti (V [ L;E) où E est la relation d'ourrene des variables

dans les lauses : E = f(v; ) : v 2 V;  2 L;  ontient une ourrene de vg. Les arêtes (v; ) de

E sont étiquetées par le signe du littéral sous lequel la variable v apparaît dans e. Une formule '

est dite planaire ssi G

'

est lui-même planaire.

L'avantage des graphes planaires est qu'ils peuvent faire l'objet d'une stratégie de diviser-

pour-régner, e qui permet souvent, même pour les problèmes di�iles, de faire déroître la

omplexité du problème par rapport à e qu'on sait faire dans le as général.

Problème Plan-�

Dé�nition : La restrition aux instanes planaires d'un problème � sur les graphes. Une ins-

tane planaire est toujours donnée par sa arte planaire, i.e., le plongement du graphe dans le
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plan est donné en indiquant pour haque sommet l'ordre de ses voisins dans un sens �xé, e.g., le

sens trigonométrique.

Les problèmes sur formules sont aussi vues omme des problème de oloriage sur leur graphe

de formule. En partiulier, les instanes de Plan-Sat, Plan-

1

3

-Sat et Plan-Nae-3-Sat, sont

des formules planaires suivant la dé�nition 2.1.

Convention 2.2 Dans toutes les �gures représentant des graphes de formules, les sommets de

forme arrée représentent les sommets de lauses et les sommets de forme irulaire représentent

les variables. L'étiquette de l'arête représentant le signe de l'ourrene est parfois représentée

(par le symbole :) lorsque elle-i est négative. Les assignements sont représentés par un oloriage

des sommets de variables : en blan lorsque la variable est mise à vrai, en noir lorsque la variable

est mise à faux.

Problème Unique-�

Entrée : Une instane I d'un problème de reherhe � (ou du problème de déision assoié).

Question : L'instane I a-t-elle une solution unique (ou un témoin unique) pour � ?

Typiquement, Unique-Sat demande si une formule donnée est satisfaite par un assignement

unique, Unique-Hamilton demande si un graphe donné admet un unique yle (ou hemin)

Hamiltonien, Unique-Vertex-Cover demande si un graphe admet une unique ouverture de

ardinalité inférieure à un entier donné, et.

Problème #�

Entrée : Une instane I d'un problème de reherhe � (ou du problème de déision assoié).

Sortie : Combien I a-t-elle de solutions (ou de témoins) pour � ?

Typiquement, #Sat demande le nombre d'assignements satisfaisant une formule donnée,

#Hamilton demande le nombre de yles (ou de hemins) Hamiltoniens dans un graphe donné,

et.

2.2 Classes de problèmes et rédutions

lasse P : Un sous-langage � (ou problème de déision �) d'un langage donné L (ensemble

des instanes de �) appartient à la lasse P, si une MT déterministe peut, pour tout mot (ou

instane) w de L, déider l'appartenane de w à � en temps polynomial O(jwj

O(1)

). Par abus de

langage, on dit également qu'une fontion est dans P si elle est alulable en temps polynomial

sur MT déterministe.

Karp-rédution ou transformation polynomiale : Soient �

1

et �

2

deux problèmes de

déision sur les ensembles d'instanes respetifs L

1

et L

2

. Une Karp-rédution [59℄ (ou transfor-

mation polynomiale) de �

1

à �

2

est une fontion R : L

1

�! L

2

dans P, telle que pour toute

instane w

1

de L

1

, w

2

= R(w

1

) 2 �

2

ssi w

1

2 �

1

.

Classe NP : Un sous-langage � (ou problème de déision �) d'un langage donné L (en-

semble des instanes de �) appartient à la lasse NP, s'il existe un programme N sur MT

non-déterministe pour lequel :
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� pour tout mot w de �, N admet un alul aeptant sur l'entrée w en temps polynomial

O(jwj

O(1)

), et

� pour tout mot w de L n�, N n'admet auun alul aeptant.

De façon équivalente, � est dans NP s'il existe un programme D sur MT déterministe tel que pour

tout w 2 �, il existe un témoin T

w

de taille polynomiale, permettant à D de véri�er que w 2 �

sur l'entrée (w; T

w

) en temps polynomial, i.e, D aepte l'entrée (w; T

w

) en temps polynomial,

et pour tout w 62 � et tout mot T de taille polynomiale, D rejette l'entrée (w; T ).

On appelle généralement solutions pour un problème ombinatoire � dans NP, les témoins

naturels pour �, i.e., les solutions pour le problème de reherhe sous-jaent au problème de

déision, e.g., une solution pour une instane Sat est un assignement satisfaisant la formule

donnée en entrée, une solution pour Hamilton est un yle ou un hemin Hamiltonien dans le

graphe d'entrée, une solution pour 3-Col est un 3-oloriage du graphe d'entrée, et.

Problème NP-omplet : Un problème est C-omplet pour une lasse de omplexité C et un

type de rédution R s'il est lui-même dans la lasse C et est C-dur. Un problème � est C-dur

si pour tout problème � dans C, il existe une rédution de type R de � à �. Les problèmes

NP-omplets utilisent la transformation polynomiale.

Le problème NP-omplet fondamental est Sat (théorème de Cook [15℄). La rédution uni-

verselle de Cook transforme tout programme N sur MT non-déterministe qui tourne en temps

T (n) en une instane de Sat de taille O(T (n)

2

) qui simule les T (n) étapes de alul de N . Ave

un peu de soin, on peut faire en sorte que ette rédution universelle préserve la struture des

solutions, i.e., que l'instane Sat d'arrivée ait autant de solutions que N a de aluls aeptants.

Hormis les problèmes de type Unique-� et #�, tous les problèmes de déision ités dans la

setion préédente,

1

3

-Sat, Nae-3-Sat [76, 24℄, 3-Col, Hamilton, Vertex-Cover, sont éga-

lement des problèmes lassiquement NP-omplets dans le as non-planaire. Leur NP-omplétude

est généralement établie par Karp-rédution de Sat. Et à l'exeption de Plan-Nae-3-Sat qui

est polynomial, presque tous restent NP-omplets dans le plan, i.e., Plan-Sat [62℄, Plan-3-

Col [33℄, Plan-Hamilton [34, 70, 58℄, Plan-Vertex-Cover restent NP-omplets. La NP-

omplétude d'un problème Plan-� est généralement établie :

� soit par planarisation, i.e., par une Karp-rédution (générant le plus souvent une instane de

taille quadratique) du problème général (non-planaire) � lui-même, qui onsiste à remplaer

haque roisement d'arêtes par un graphe planaire, appelé rossover, ayant la propriété de

ne pas hanger la déision du problème pour le graphe a�eté. C'est le as des problèmes

Plan-Sat, Plan-

1

3

-Sat, et Plan-3-Col. Il peut aussi arriver qu'on réduise un autre

problème que � : C'est le as pour Plan-Hamilton dont la preuve lassique de NP-

omplétude est une rédution direte de Sat.

� soit par Karp-rédution planaire (générant le plus souvent une instane de taille linéaire)

d'un autre problème Plan-�

0

, lui-même onnu omme étant NP-omplet. L'avantage de es

transformations est qu'elles sont souvent naturellement en temps linéaire : le prinipe est de

s'appuyer sur le plongement planaire de l'instane de départ pour produire un plongement

de l'instane d'arrivée. C'est le as de la rédution de Plan-Sat à Plan-Vertex-Cover.

Bien souvent, les rédutions de Plan-�

0

à Plan-� sont également valables pour réduire

�

0

à �, e qui permet de faire oup double (nous verrons que e n'est pas toujours le as

dans le hapitre 4). Nous reherherons partiulièrement e genre de rédutions dans tous

nos hapitres.
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Les problèmes omme Plan-Sat etPlan-Vertex-Cover ont des algorithmes sous-exponentiels

en 2

O(

p

n)

qui exploitent réursivement le théorème du séparateur planaire de Lipton et Tar-

jan [64, 65, 74℄, selon lequel dans tout graphe G planaire, on peut trouver en temps O(n) un

ensemble de O(

p

n) sommets dont la suppression déonnete le graphe en deux parties A et B se-

lon un rapport de taille relativement équilibré (au pire

1

3

ontre

2

3

). L'algorithme sous-exponentiel

pour Plan-Sat onsiste à aluler un tel séparateur, essayer tous les O(

p

n) assignements par-

tiels en appliquant à haque fois l'algorithme réursivement sur A et B séparément. Notons

qu'à ause de tels algorithmes, il est di�ile d'espérer une planarisation sous-quadratique de

Sat ou Vertex-Cover : ei impliquerait en e�et immédiatement l'existene d'un algorithme

sous-exponentiel pour Sat et Vertex-Cover dans le as général (i.e., non planaire) [82℄.

Classe o-NP : Un sous-langage � (ou problème de déision �) d'un langage donné L (en-

semble des instanes de �) appartient à la lasse o-NP, si son omplémentaire L n� appartient

à NP.

D'après la dé�nition, on voit que les problèmes o-NP-omplets sont les problèmes dont le om-

plémentaire est lui-même NP-omplet. En partiulier, Unsat, qui demande si une formule en

CNF n'est pas satisfaisable, est un problème o-NP-omplet.

Classe DP : Un langage � appartient à DP [68℄ s'il existe deux langages �

1

2 NP, et �

2

2

o-NP, tel qu'un ouple de mots (w

1

; w

2

) appartient à � ssi w

1

2 �

1

et w

2

2 �

2

. On notera alors

� = (�

1

;�

2

).

DP ontient naturellement NP [ o-NP. La DP-omplétude lassique est établie par trans-

formation polynomiale. Tout problème (�

1

;�

2

), pour lequel �

1

est NP-omplet et �

2

est o-

NP-omplet, est lui même DP-omplet. Un exemple est le problème (Sat, UnSat).

Parmi les problèmes appartenant à DP, il y a en partiulier tous les problèmes de type

Unique-� tels que � est dans NP. Par exemple Unique-Sat appartient à DP. En e�et, deman-

der si une formule F appartient à Unique-Sat revient à demander si (F; F ) appartient à (Sat,

X) où X est le problème o-NP demandant s'il n'existe pas plus d'un assignement satisfaisant F

(un témoin pour X est simplement une paire d'assignements satisfaisants). La même instane F

étant utilisée pour les deux problèmes Sat et X, Unique-Sat a peu de hane d'être DP-omplet

sous rédution déterministe polynomiale. Il existe ependant une notion de DP-omplétude pour

Unique-Sat utilisant un autre type de rédution que la transformation déterministe polyno-

miale : la transformation polynomiale aléatoire. Dans une telle rédution d'un problème �

1

à un

problème �

2

, l'instane d'arrivée w

2

peut être produite aléatoirement et la rédution ne préserve

pas néessairement la déision de l'instane de départ w

1

:

� si w

1

62 �

1

, la déision est totalement préservée, et alors on a néessairement w

2

62 �

2

;

� si w

1

2 �

1

, la déision est préservée ave une probabilité au moins

1

P (n)

, où n est la taille

de l'instane de départ et P (n) est un polyn�me en n, et alors on a w

2

2 �

2

ave une

probabilité au moins

1

P (n)

.

L'intérêt de ette rédution est qu'un algorithme qui itère un nombre polynomial de fois ette

rédution sur w

1

en résolvant l'instane produite w

2

jusqu'à e que w

2

2 P

2

reste lui-même

polynomial si le test w

2

2 �

2

l'est aussi. Autrement dit, ette rédution préserve RP, la lasse

des problèmes de déision ayant un algorithme polynomial aléatoire. L.G. Valiant et V.V. Vazirani

ont montré que (Sat,Unsat) se réduit à Unique-Sat sous rédution polynomiale aléatoire [87℄,

e qui montre que Unique-Sat est DP-omplet sous rédution polynomiale aléatoire. Cette

notion de DP-omplétude n'est pas essentielle dans ette thèse mais est mentionnée ii pare que
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ertains de nos résultats (sur 3-Col par exemple) permettent d'obtenir de nouveaux résultat de

DP-omplétude.

Rédutions parimonieuses : Une Karp-rédution R d'un problème �

1

à un problème �

2

est

appelée rédution parimonieuse si elle préserve le nombre de solutions, autrement dit si l'instane

de départ w

1

possède #w

1

solutions pour �

1

, alors R(w

1

) a aussi #w

1

solutions pour �

2

.

Obtenir des rédutions parimonieuses est intéressant à plusieurs titres : D'une part, si Sat

se réduit parimonieusement à un problème �, alors on sait que Unique-� est aussi di�ile que

Unique-Sat, DP-omplet sous rédutions polynomiales aléatoires. Par exemple, il est onnu que

Sat, Plan-Sat, 3-Sat, Plan-3-Sat,

1

3

-Sat, Plan-Sat, Hamilton et Plan-Hamilton sont

parimonieusement inter-rédutibles. Par onséquent les versions Unique-� de es problèmes �

sont également DP-omplètes. Nous verrons ertaines de es rédutions dans es préliminaires

ainsi que dans les hapitres entraux de la thèse et nous verrons qu'elles ne sont pas toutes

optimales sous d'autres points de vue. D'autre part, les rédutions parimonieuses préservent

naturellement la di�ulté des problèmes de omptage de type #� :

Classe de omptage #P : Une fontion f à valeurs entières est de lasse #P [60℄ s'il existe

une MT non-déterministe M fontionnant en temps polynomial telle que pour toute entrée w de

M , f(w) est le nombre de aluls aeptants de M sur w. De façon équivalente, f est assoiée à

un problème � de NP tel que pour toute donnée w, f(w) est le nombre de solutions (ou témoins)

de � pour w. On notera alors f = #�.

La rédution pour la lasse #P est la Turing-rédution, bien plus large que la Karp-rédution.

C'est une rédution polynomiale ave la possibilité supplémentaire d'invoquer un nombre poly-

nomial de fois un orale dans NP en ne faturant qu'un temps polynomial déterministe pour

haque invoation. L'intérêt de la #P-omplétude sous Turing-rédution tient au fait que si un

problème #P-omplet était prouvé être dans P, alors toute la lasse #P le serait aussi. Par

ontre, on sait depuis Valiant [86℄ que ertains problèmes #� sont #P-omplets alors que le

problème de déision sous-jaent � est lui-même dans P [72, 63, 84℄.

Le problème #P-omplet de base est évidemment #Sat. Les équivalenes parimonieuses i-

tées plus haut entre Sat, 3-Sat,

1

3

-Sat, Hamilton, ainsi que leurs versions planaires montrent

que tous les problèmes #� assoiés à haun de es problèmes de déision � sont aussi #P-

omplets. De façon assez intéressante, la #P-omplétude de 3-Col, problème de omptage issu

d'un problème NP-omplet, a d'abord été obtenue dans la littérature par Linial [63℄ via une

rédution parimonieuse de #Stable dans les graphes bipartis, un problème #P-omplet dont

le problème de déision sous-jaent est dans P et dont la #P-omplétude a don été obtenue par

Turing-rédution. Ce n'est que plus tard que sa #P-omplétude a été prouvée par transformation

faiblement parimonieuse de 3-Col à Sat [22℄.

Rédutions faiblement parimonieuses : Une rédution faiblement parimonieuse d'un

problème de reherhe �

1

à un problème de reherhe �

2

est une Karp-rédution R de �

1

à �

2

munie d'une fontion f de N dans N alulable en temps polynomial O(jw

1

j

O(1)

) et telle que

pour toute instane w

1

de �

1

et w

2

= R(w

1

), on a l'égalité #w

2

= f(#w

1

), où #w

i

représente

le nombre de solutions de �

i

pour l'instane w

i

.

Les formes ourantes de f sont f(s) = a�s ou f(s) = a�s�b

n

, voire f(s) = a�s�b

n



pour

a, b,  onstants et n un paramètre dépendant de w

1

. La deuxième preuve de #P-omplétude de
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#3-Col par rédution faiblement parimonieuse de 3-Col à Sat utilise la deuxième forme : le

nombre de solutions y est multiplié par un fateur exponentiel. Elle utilise plusieurs rédutions

intermédiaires dont une de

1

3

-Sat àNae-3-Sat et qui est faiblement parimonieuse de la première

forme : le nombre de solutions y est multiplié par une onstante (en fait doublé). En fait, ette

dernière est optimale et devrait être onsidérée omme parimonieuse puisque les solutions de

Nae-3-Sat sont stables par inversion : La faible parimonie de ette rédution n'est qu'un

artefat de la onvention de omptage des solutions de Nae-3-Sat. En omptant naturellement

une solution et son inverse omme une et une seule solution, la rédution ne double plus le

nombre de solutions.

Dans la littérature, la #P-omplétude de #Plan-3-Col a d'abord été établie par Hunt et

al. [55℄ via une rédution faiblement parimonieuse de 3-Col de la troisième forme présentée

i-dessus : le nombre de solutions y est multiplié par un nombre aussi grand que l'exponentielle

d'un arré du nombre de sommets du graphe initial. Comme on le verra dans le hapitre 3,

ette rédution utilise une modi�ation tardive du rossover lassique pour Plan-3-Col. Ce

rossover, à l'origine non-parimonieux, permet de réduire 3-Col à Plan-3-Col, et ainsi de

prouver la NP-omplétude de Plan-3-Col. Une fois modi�é, e rossover devient faiblement

parimonieux (en dupliquant enore plus les solutions mais de façon ontr�lée) et permet de

prouver la #P-omplétude de #Plan-3-Col.

Il reste que toutes les preuves de NP-omplétude (pour 3-Col et Plan-3-Col) et de #P-

omplétude (pour #3-Col et #Plan-3-Col) présentées dans la littérature sont bien hétéro-

gènes. De plus, auune d'entre elles ne donne de résultats de DP-omplétude pourUnique-3-Col

et Unique-Plan-3-Col. Car si on applique à 3-Col la même idée de omptage des solutions

que pour Nae-3-Sat, i.e., ompter pour une et une seule solution une 3-oloration et ses olora-

tions symétriques par permutation de ouleurs, alors le problème de l'uniité d'une 3-oloration

a du sens. Le hapitre 3 uni�era toutes es preuves de NP-omplétude et de #P-omplétude au-

tour de la 3-olorabilité par rédution parimonieuse et planaire de Sat (en fait

1

3

-Sat) à 3-Col

et prouvera par là même la DP-omplétude de Unique-3-Col et Unique-Plan-3-Col. Les

outils que nous onstruirons permettront également d'obtenir un rossover parimonieux pour

planariser quadratiquement et parimonieusement 3-Col.

De façon moins signi�ative, nous obtiendrons un résultat de DP-omplétude pour Unique-

Plan-Vertex-Cover par rédution parimonieuse de Plan-

1

3

-Sat à Plan-Vertex-Cover.

Cei améliore un résultat de #P-omplétude pour #Plan-Vertex-Cover obtenu par Hunt

et al. par rédution faiblement parimonieuse ave multipliation des solutions par un fateur

exponentiel.

Mais nos rédutions de

1

3

-Sat à 3-Col et de

1

3

-Sat à Vertex-Cover ne préservent pas

seulement la planarité et le nombre de solutions : haune produit également une instane de

taille linéaire en la taille de l'instane d'entrée. On aimerait dire que la rédution n'est pas

seulement polynomiale mais linéaire en la taille de la donnée et qu'elle préserve la omplexité des

problèmes. C'est bien le as si l'on utilise pour nos rédutions le modèle de alul des mahines

RAM, un modèle bien adapté pour le temps linéaire. Nous donnons ii une dé�nition suinte

de ette mahine. Nous n'aurons pas à rentrer dans les détails de e modèle par la suite : il su�t

de savoir que e modèle permet de apturer la notion intuitive du temps linéaire, et qu'il est très

robuste, 'est-à-dire largement indépendant des détails de sa dé�nition.

Le Modèle RAM (Random Aess Mahine) : La RAM est un modèle de alul où

l'unité de mémoire est le registre, dans lequel on peut stoker une valeur entière. Les registres

sont organisés séquentiellement dans la mémoire (que l'on peut voir omme un tableau de ases
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R[�℄) et haun a une adresse (l'indie de sa ase dans le tableau R[�℄). Un programme tournant

sur RAM peut lire ou érire une valeur dans un registre à partir de son adresse en temps onstant.

Nous nous plaçons ii dans le modèle dé�ni par E. Grandjean [46, 79, 48, 47℄. Un programme sur

RAM est une suite d'instrutions, située dans une mémoire séparée P [�℄. Quatre registres sont

partiuliers : IP (pointeur d'instrution) qui indique l'adresse de l'instrution ourante dans

P [�℄ (e registre est automatiquement inrémenté après l'exéution de haque instrution sauf les

instrutions if et halt) et les deux registres aumulateurs A et B et un registre spéial N . Les

instrutions sont les suivantes :

A=  ; pour une onstante  � 0 B= A ;

A= A � B ; pour � 2 f+;�;�g R[A℄= B ;

A= N ; N= A ;

A= R [A℄ ; if (A == B) IP= 

1

; else IP= 

2

;

halt ;

Dans le modèle de RAM dé�ni par E. Grandjean pour le temps linéaire, le point important est

que les registres R[�℄, N

4

, A et B d'une RAM travaillant sur une entrée de taille n (en nombre de

registres et non en bits) ne peuvent stoker à tout instant que des valeurs bornées en O(n). En

partiulier, ette ontrainte sur A implique que l'espae adressé est aussi O(n). Si la RAM est

non-déterministe, on ajoute l'instrution guess, qui devine une valeur entière et la stoke dans

le registre A. Notons que ette instrution devine un entier O(n) et non un bit ou une valeur

O(1) omme sur les MT non-déterministes.

La lasse DLIN : Un programme est dit DLIN s'il tourne sur RAM déterministe en temps

linéaire O(n) pour toute entrée de taille n (en nombre de registres). Un problème de déision

(resp. une fontion) est dit(e) DLIN s'il existe un programme DLIN le déidant (la alulant).

Nos rédutions linéaires sont don dé�nies omme étant des rédutions DLIN. Ces rédutions

préservent les fontions de omplexité f(n) ourantes : par exemple un temps exponentiel f(n) =



n

est transformé en un temps O(f(O(n))) = O(

O(n)

) = O(

an+b

) = O(

b



an

) = O((

a

)

n

) =

O(d

n

). La base de l'exponentielle hange mais le temps reste exponentiel. Cette linéarité des

rédutions, ombinée ave la parimonie qui préserve en pratique une bijetion simple entre les

solutions de l'instane d'entrée w

1

et l'instane de sortie w

2

(de telle sorte qu'une solution pour

w

1

est DLIN-alulable à partir de la solution orrespondante pour w

2

), permet également de

préserver la omplexité de l'énumération des solutions de �

1

(i.e., le délai entre la génération de

deux solutions suessives).

Le fait que l'on obtienne des rédutions linéaires entre les problèmes NP-omplets Sat, 3-

Col,

1

3

-Sat, n'est pas un hasard. En fait, es problèmes n'utilisent qu'une quantité faiblement

polynomiale de non-déterminisme puisque linéaire.

La lasse NLIN : Un problème de déision appartient à la lasse NLIN s'il est déidable en

temps linéaire sur RAM non-déterministe, ou de façon équivalente s'il est véri�able en temps

linéaire sur RAM déterministe, ave des témoins de taille linéaire.

Sat, 3-Col et

1

3

-Sat, à l'instar des 21 problèmes NP-omplets originaux étudiés par Karp [59℄,

sont en fait NLIN puisque pour les déider, il su�t de deviner un assignement satisfaisant, ou

4

Le registre spéial N ontient au départ la taille n de l'entrée, et ette entrée et stokée dans les n premiers

registres R[0℄; � � � ; R[n� 1℄. On adopte les mêmes onventions pour la sortie s'il y en a.
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une oloration, solutions qui sont toutes de taille linéaire en la donnée et véri�ables en temps

linéaire. Les solutions sont même de taille moins que linéaire puisqu'on devine n valeurs O(1)

(des bits ou des ouleurs) alors qu'un non-déterminisme linéaire �plein� pourrait deviner jusqu'à

n valeurs bornées haune en O(n). Ainsi la quantité de non-déterminisme utilisée par Sat, 3-

Col et

1

3

-Sat est en fait légèrement sous-linéaire, de l'ordre de

n

log n

registres de valeurs O(n).

Pour ette raison, ils ont peu de hane d'être NLIN-omplets sous rédutions DLIN omme le

problème Risa (Redution of Inompletely Spei�ed Automata), qui, lui, utilise pleinement le

non-déterminisme linéaire et a été prouvé NLIN-omplet par E. Grandjean [42℄.

Parmi les problèmes NP-omplets dans NLINmais n'utilisant qu'une quantité de non-détermi-

nisme de l'ordre de

n

log n

registres, il y a aussi le problème Hamilton. Si l'on sait réduire Sat

à Hamilton en temps linéaire, on ne sait pas faire l'inverse. La raison est qu'on ne sait pas

maintenir une ontrainte de onnexité globale sur une donnée de taille n ave un système Sat

de taille signi�ativement moins large que 
(n logn), dans le as général. A l'inverse, nous mon-

trerons les équivalenes linéaires (et parimonieuses) des restritions planaires de es problèmes,

Plan-Hamilton et Plan-Sat (voir hapitres 4 et 5).

De façon moins signi�ative, notons également l'équivalene linéaire (et parimonieuse) de

Sat et Vertex-Cover. Cei ontredit l'intuition exposée dans [19℄ selon laquelle Vertex-

Cover n'est probablement par linéairement rédutible à Sat, à ause de la ontrainte globale

de ardinalité, e qui oblige Sat à simuler des additions en binaires pour véri�er ette ondition,

et e faisant à utiliser un système de taille n logn. En fait, une simple stratégie de diviser-pour-

régner sur les additions nous permettra d'obtenir un shéma d'additionneur en arbre, de hauteur

log n mais de taille O(n) au total. De façon générale, nous montrons que tous les problèmes

omme Vertex-Cover qui ombinent des ontraintes loales plus une ontrainte globale de

ardinalité, tels Max-Sat, Dominating-Set, et., sont linéairement rédutibles à Sat.

2.3 Terminologie pour nos rédutions

Dans les setions suivantes, nous montrons omment

1

3

-Sat peut se révéler plus pratique que

Sat pour établir des équivalenes à Sat sous rédutions linéaires, parimonieuses et planaires.

Nous pro�terons des rédutions qui y sont présentées pour illustrer la terminologie que nous in-

troduisons i-après : gadgets, gadgets planaires, sommets distingués, états loaux, on�gurations,

gadgets parimonieux, arêtes distinguées et pendantes, arêtes grasses et maigres.

Gadgets : Lorsqu'on veut réduire un problème �

1

à un problème de graphe �

2

, une approhe

ommune et modulaire est de réer des petits graphes dont la fontion est de simuler les di�érents

objets élémentaires intervenant dans �

1

: par exemple, si �

1

est un problème de Satisfaisabilité,

on herhera des graphes simulant une lause, une variable, un littéral, ou enore un ensemble

d'ourrenes d'une même variable. Ces graphes sont appelés à être onnetés ensemble pour

produire un odage de l'instane d'entrée. Nous les appelons gadgets.

Etats loaux : Ce qui nous intéresse dans un gadget est l'ensemble des olorations légales dont

il peut faire l'objet pour le problème �

2

lorsqu'il est intégré omme sous-graphe propre du graphe

onstituant l'instane de sortie. Nous aurons deux types de gadgets dans ette thèse : les gadgets

dont le oloriage porte sur les sommets, utilisés par exemple pour réduire un problème �

1

à

3-Col,

1

3

-Sat, Vertex-Cover, et., et les gadgets dont le oloriage porte sur les arêtes, utilisés

pour réduire �

1

à toutes les variantes de Hamilton. L'ensemble des olorations légales d'un
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gadget G lorsque elui-i est imaginé omme sous-graphe strit d'un autre graphe indéterminé

est appelé ensemble des états loaux.

Sommets distingués et on�gurations : Prenons le as d'un gadget dont le oloriage porte

sur les sommets. Parmi ses sommets, ertains onstituent la �grille de leture� de l'objet simulé par

le gadget. Par exemple, si l'on simule une 3-lause `

1

_`

2

_`

3

, on souhaitera que le gadget ontienne

trois sommets partiuliers v(`

1

), v(`

2

), v(`

3

) reproduisant l'état des ourrenes de ette lause, et

on herhera à établir une orrespondane entre toutes les possibilités de satisfaire la lause et les

possibilités de olorier es sommets. Pour ette raison, nous les appellerons sommets distingués.

Un état loal (i.e., un oloriage légal du gadget entier) restreint aux sommets distingués sera

appelé on�guration.

Gadget Hamiltonien : Pour les rédutions vers des problèmes de oloriages d'arêtes omme

Hamilton, nous n'avons plus de sommets distingués mais des arêtes pendantes et des arêtes

distinguées. Les arêtes pendantes sont des arêtes distinguées auxquelles il manque le deuxième

sommet. Ce sont les arêtes par lesquelles le gadget doit néessairement être onneté au reste

du graphe qui fournit le deuxième sommet de haque arête pendante, et qui onstitue l'instane

omplète que l'on herhe à onstruire. Notons que dans le as de Hamilton, un état loal est un

2-oloriage d'arêtes (grasses ou maigres) tel que l'ensemble des arêtes grasses forme un nombre

arbitraire de hemins qui relient haun deux arêtes pendantes. Ces hemins sont disjoints deux

à deux, et l'ensemble de es hemins ouvre tous les sommets du gadget.

Gadgets parimonieux : Comme on souhaite toujours obtenir des rédutions parimonieuses,

il est néessaire que toute on�guration détermine de façon unique la oloration du reste des som-

mets du gadget. Autrement dit, on exige une bijetion entre les états loaux et les on�gurations.

Un gadget ayant une telle propriété sera appelé gadget parimonieux. Il arrive ependant que les

hoses prennent un tour un peu moins favorable : à haque on�guration orrespond un nombre

 > 1 d'états loaux, mais ave  identique pour toutes les on�gurations du gadget. Ce type de

gadget est soure de faible parimonie pour la rédution onstruite ave au �nal multipliation

des solutions par un fateur exponentiel (les états loaux pouvant varier indépendamment sur

tous les gadgets en laissant les on�gurations inhangées). On utilisera le quali�atif faiblement

parimonieux pour e genre de gadget. En�n, si à haque on�guration orrespond un nombre

variable d'états loaux, le gadget est dit non parimonieux. Ce type de gadget est soure de non-

parimonie pour la rédution onstruite, haque solution simulée étant dupliquée un nombre de

fois dépendant de sa nature propre. Et omme on ne onnaît pas la nature des solutions simulées,

la onnaissane du nombre de solutions de l'instane de départ ne permet pas d'établir le nombre

de solutions dans l'instane d'arrivée.

Gadgets planaires : Lorsqu'on veut onstruire des rédutions préservant la planarité des

instanes, il va de soit que les graphes onstituant les gadgets doivent être planaires. Cela ne su�t

ependant pas. Comme les sommets distingués sont les seuls à pouvoir être onnetés au reste du

graphe, tout sommet distingué doit se trouver sur la fae externe du gadget. En e qui onerne

les gadgets Hamiltoniens, il en va de même pour les arêtes pendantes et plus généralement pour

les arêtes distinguées (sur lesquelles peuvent éventuellement se gre�er d'autres sommets par la

suite). De plus, l'ordre des sommets distingués, des arêtes pendantes et des arêtes distinguées le

long de la frontière de la fae externe du gadget pour un ordre �xé (e.g., trigonométrique) doit

impérativement être respeté pour sa onnexion planaire au reste du graphe.
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Crossovers : Dans le adre d'une rédution à un problème planaire Plan-�

2

, il est fréquent

qu'il soit pratique de laisser ertaines arêtes se roiser dans un premier temps. Ces roisements

doivent ensuite être éliminés pour restaurer la planarité de l'instane onstruite. Cei est géné-

ralement mis en oeuvre par la pose d'un dispositif, appelé rossover, au point de roisement. Un

rossover est un gadget planaire qui, tout en éliminant un roisement d'arêtes dans un graphe

G, laisse G invariant pour �

2

.

Lorsque �

2

est un problème de oloriage de sommets, un rossover est un gadget à quatre

sommets distingués x, y

0

, x

0

, y plongés dans et ordre le long de sa fae externe pour un sens

�xé (e.g., trigonométrique), tel que l'ensemble des on�gurations (C(x); C(y); C(x

0

); C(y

0

)) soit

tous les quadruplets (

1

; 

2

; 

1

; 

2

) possibles pour tout ouple de ouleurs 

1

,

2

du problème �

2

.

Intuitivement, x et y sont respetivement dupliqués en x

0

et y

0

, et la résolution d'un roisement

d'arête se fait alors selon le shéma de la Fig. 2.1. Pour les problèmes de oloriage d'arêtes omme

Hamilton, des shémas de rossovers analogues seront également utiles.

y

t

y

x

y’
x’

s

t

y

x

y’

x’sx

un crossover
par pose du crossover

résolution du croisement 
croisement d’aretes

Fig. 2.1 � Shéma d'utilisation d'un rossover dans un problème de oloriage de sommets

Construire des rossovers parimonieux diretement est parfois di�ile pour ertains pro-

blèmes, notamment Plan-3-Col. Lorsque l'on sait à l'avane que ertains quadruplets (

1

; 

2

; 

1

; 

2

)

ne sont pas suseptibles de se produire dans un ontexte partiulier, on peut prendre avantage

de ette onnaissane et onstruire des rossovers restreints, qui ne fontionnent que pour er-

taines restritions sur les quadruplets. Nous verrons que ombinés ensemble, plusieurs rossovers

restreints parimonieux permettent d'obtenir un rossover parimonieux pour Plan-3-Col.

Nos gadgets et leurs onventions : Le leteur remarquera que parmi toutes nos �gures

(une entaine), elles dérivant un gadget et son fontionnement, nous avons adopté les mêmes

onventions (voir par exemple la setion 2.4) : Sur la partie gauhe de la �gure, le graphe d'un

gadget est dessiné une première fois entièrement, e que nous appelons son implémentation et

une onvention graphique de représentation est introduite à �té.

Cette représentation est onstituée d'un symbole graphique autour duquel gravitent les som-

mets distingués (ou les arêtes pendantes et distinguées) du gadget, et e, dans le même ordre

que son implémentation pour un sens �xé (e.g., trigonométrique) autour de la fae externe du

gadget.

Sur le �té droit de la �gure, l'implémentation est ensuite reprise et oloriée pour exposer

tous les états loaux possibles du gadget. Les on�gurations orrespondantes utilisent le symbole

de représentation.

En�n, lorsqu'un gadget G est implémenté en termes d'autres sous-gadgets, e sont les repré-

sentations de es sous-gadgets qui sont utilisées dans les shémas d'implémentation de G.
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2.4 Un problème bien pratique :

1

3

-Sat

Lorsque l'on veut réduire Sat ou Plan-Sat à un problème hoisi (par exemple 3-Col ou

Vertex-Cover, ou leurs restritions au plan Plan-3-Col ou Plan-Vertex-Cover) sur le-

quel on a peu d'intuition onstrutive quant à son expressivité �ne (autrement dit, on ne voit pas

omment l'exploiter pour réer des gadgets logiques ou l'on ne voit pas omment le faire de façon

planaire ou parimonieuse), et que l'on veut montrer qu'il est linéairement et parimonieusement

équivalent à Sat (ou Plan-Sat), il est souvent malaisé d'utiliser diretement Sat dans les ré-

dutions ar e problème est trop rihe et hétérogène syntaxiquement : les lauses peuvent être de

longueur quelonque, les littéraux y apparaissant peuvent être positifs ou négatifs, et les lauses

peuvent être satisfaites de trop de façons di�érentes. Même pour 3-Sat dont les lauses sont

toutes de longueur 3, il faut être apable de onstruire des gadgets admettant des on�gurations

aussi variées que :

� (0; 0; 1), (0; 1; 0), et (1; 0; 0), autrement dit, un unique littéral témoigne de la satisfation

de la 3-lause.

� (0; 1; 1), (1; 0; 1), et (1; 1; 0) : exatement deux littéraux témoignent de la satisfation de la

3-lause.

� (1; 1; 1) : les trois littéraux témoignent de la satisfation de la 3-lause.

Il est plus judiieux d'utiliser un problème linéairement et parimonieusement équivalent à Sat

(ou Plan-Sat), et qui manipule des objets plus simples que des lauses sur des littéraux si-

gnés : le problème

1

3

-Sat (abréviation de Monotone-One-In-Three-Sat [76, 33℄) introduit

par Shaefer [76℄ ave sa restrition planaire Plan-

1

3

-Sat est à e titre bien adapté : Comme

3-Sat,

1

3

-Sat est le problème de la satisfation d'une formule propositionnelle en CNF où les

lauses sont toutes de longueur 3, mais à la di�érene de 3-Sat :

� les littéraux y sont tous positifs, et

� un assignement des variables satisfait la formule ssi exatement un littéral est valué à vrai

dans haque lause (que l'on appellera

1

3

-lause pour ette raison).

Simuler une

1

3

-lause ne néessite don auune gestion de signe et il su�t de trouver un gadget

admettant les on�gurations symétriques (0; 0; 1), (0; 1; 0) et (1; 0; 0).

Il est assez faile de voir que

1

3

-Sat (resp. Plan-

1

3

-Sat) est linéairement et parimonieu-

sement équivalent à Sat (resp. Plan-Sat). En e�et, il est d'une part immédiat de voir que

1

3

-Sat se réduit linéairement et parimonieusement à Sat puisque toute

1

3

-lause (x; y; z) est

parimonieusement simulable par la onjontion des quatre lauses suivantes :

8

>

>

<

>

>

:

C

1

: :x _ :y

C

2

: :y _ :z

C

3

: :z _ :x

C

4

: x _ y _ z

Comme le gadget onstitué par es quatre lauses est planaire (voir Fig. 2.2), Plan-

1

3

-Sat se

réduit également linéairement et parimonieusement à Plan-Sat.

Réiproquement, Sat (resp. Plan-Sat) se réduit linéairement et parimonieusement à

1

3

-Sat

(resp. Plan-

1

3

-Sat). Pour le montrer, nous onstruisons trois gadgets logiques : le premier (NOT)

simulant l'opérateur unaire de négation logique NOT (x) = :x, le deuxième (CONST) simulant

les onstantes vraie et fausse, et le troisième (EQV-NOR) simulant les deux opérateurs binaires

EQV et NOR dé�nis par EQV(x; y) = (x () y) et NOR(x; y) = :(x _ y). La omposition

du NOR et du NOT nous donne naturellement l'opérateur OR dé�ni par OR(x; y) = (x _ y), et

le montage en série de e dernier opérateur nous permet d'évaluer une lause par aumulation
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une 1/3−clause (x,y,z) plongée dans le plan

y

C1 C2

C3x

yy

variable

1/3−clause

variable

clause

C4

occurrence positive

occurrence négative

les quatre clauses la simulant en respectant le meme plongement

x z

Fig. 2.2 � Rédution de Plan-

1

3

-Sat à Plan-Sat

suessive des valeurs de vérité le long de la lause. En�n, la onnexion d'un gadget CONST à

l'aumulateur �nal permet de forer l'évaluation de la lause à vrai.

Le gadget NOT simulant NOT(x) = :x est onstitué des trois

1

3

-lauses suivantes :

8

<

:

(i; j; k)

(x; i; n)

(x; k; n)

où i, j et k sont de nouvelles variables propres à haque opie du gadget. Sa orretion et sa

parimonie déoulent du raisonnement suivant : Supposons que j soit fausse. Alors exatement

l'une des variables i ou k est vraie par la

1

3

-lause (i; j; k), et l'autre est fausse. L'une des deux

1

3

-lauses (x; i; n) ou (x; k; n) fore alors x et n à être toutes deux fausses, alors que l'autre

1

3

-

lause fore exatement l'une des deux variables x ou n à être vraie, une ontradition. Don j

est néessairement vraie, et i et k sont fausses par la

1

3

-lause (i; j; k). Les deux

1

3

-lauses (x; i; n)

et (x; k; n) forent alors à e qu'exatement l'une des variables x ou n soit vraie. Il y a deux états

loaux (x; n; i; j; k) possibles, (true; false; false; true; false) et (false; true; false; true; false)

orrespondant aux deux on�gurations (x; n) possibles, soit (true; false) soit (false; true) : le

gadget se omporte bien omme un inverseur parimonieux. On voit par ailleurs sur la Fig. 2.3

que le gadget est planaire.

i

j

k

i

j

k

i

j

k

variable assignée à vrai variable assignée à faux1/3−clause

notnotnot

x n n

nxnxx n

n xx

k

i i

k

T F T F

NOT − implémentation

NOT − représentation NOT − les deux configurations CONST − représentation CONST − la seule configuration

CONST − l’unique état localNOT − les deux états locaux

x n

n

n

nx

x

x

CONST − implémentation

Fig. 2.3 � Les gadgets d'inversion et de onstantes dans Plan-

1

3

-Sat

Le gadget CONST est simplement obtenu en fusionnant les variables j et x du gadget

NOT : j étant toujours vrai et x et n toujours opposées, x et n sont alors respetivement les
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onstantes vraie et fausse. Le gadget est parimonieux, n'ayant qu'un seul état loal (x; n; i; k) =

(true; false; false; false) pour une seule on�guration (x; n) = (true; false). Le gadget reste

planaire après la fusion des sommets omme on peut le véri�er sur la Fig. 2.3.

Le gadget planaire EQV-NOR, représenté sur la Fig. 2.4 et réalisant e = EQV(x; y), i.e.

e = (x () y), et n = NOR(x; y), est onstitué des trois

1

3

-lauses suivantes :

8

<

:

(i; e; j)

(x; i; n)

(n; j; y)

où i et j sont des variables propres à haque opie du gadget. Sa orretion et sa parimonie

déoulent du raisonnement suivant : Les trois

1

3

-lauses impliquent qu'au moins deux des trois

variables i, j et n sont fausses. Si elles sont fausses toutes les trois, alors on a immédiatement

x, y, et e qui sont toutes vraies, un état loal illustré à droite de la Fig. 2.4. Sinon, exatement

deux variables parmi i, j et n sont fausses : le gadget étant symétrique pour i, j et n, on peut

supposer que i et j sont fausses et que n est vraie. On a alors néessairement e vrai, et x et y

faux, état loal illustré à gauhe de la Fig. 2.4, suivi de ses deux états loaux symétriques. On a

don en tout quatre états loaux pour EQV-NOR, résumés par les quatre lignes de la table de

vérité suivante :

x y i = NRIMP(x; y) j = NIMP(x; y) e = EQV(x; y) n = NOR(x; y)

false false false false true true

false true true false false false

true false false true false false

true true false false true false

On voit que les quatre ombinaisons booléennes sont possibles pour x et y, et on peut don

interpréter les autres variables omme des fontions de x et y. On onstate en partiulier sur

la table de vérité que e et n portent respetivement le résultat des opérateurs EQV et NOR :

e = (x () y), et n = :(x_ y). Les autres opérateurs portés par i et j, resp. NRIMP et NIMP,

sont moins intéressantes : i = :(x(= y) et j = :(x =) y). Là enore, le gadget est planaire et

il y a bien quatre états loaux pour quatre on�gurations, i.e., le gadget est parimonieux.

eqv
nornor

eqv

e

eqv
nor nor

eqv eqv
nor

implémentation

représentation

les quatre états locaux

les quatre configurations

i

y

n

x

e

x n y

ji

e

x

n

y

e

n

x y

e

nx

i j

y x n y

ji

e

e

yx

n

e

x

ynx

n

y

j

e

i

e

x n y

j

Fig. 2.4 � Le gadget EQV-NOR dans Plan-

1

3

-Sat
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Une lause `

1

_ � � � _ `

k

onstruite sur les variables x

1

; � � � ; x

k

(où x

j

est la variable assoiée

au littéral `

j

) est maintenant simulée par un gadget onstruit (entre autres) sur les sommets x

j

,

`

j

pour 1 � j � k, les sommets n

j

pour 1 < j � k, et les sommets a

j

pour 1 � j < k :

� Pour tout 1 � j � k, on pose `

j

= x

j

si `

j

est une ourrene positive de x

j

. Sinon, on

onnete `

j

et x

j

par un gadget NOT.

� On pose `

1

= a

1

, et pour tout 1 < j � k, on onnete a

j�1

et `

j

en tant que portes

opérandes d'un gadget EQV-NOR dont la porte NOR est n

j

. Les sommets n

j

sont onnetés

à a

j

par un gadget NOT, à l'exeption de n

k

, foré à porter la valeur false omme porte

n d'un gadget CONST.

On en tire les équivalenes a

i

() :n

i

pour tout 1 < i < k, et n

j

() :(`

1

_ � � � _ `

j

) pour

tout 1 < j � k ; n

k

étant néessairement fausse, `

1

_ � � � _ `

k

doit être vraie.

x1 x2 x3 x4

a2 a3

l1

l2 l3

l4

n2 n3 n4

a1

F T

not not

nor
eqv

nor
eqv

nor
eqv

not not

x1 x2 x3 x4

Fig. 2.5 � Le gadget simulant la lause x

1

_ :x

2

_ :x

3

_ x

4

dans Plan-

1

3

-Sat

Une telle simulation de toutes les lauses de l'instane Sat onlut la rédution de Sat à

1

3

-

Sat. La linéarité est immédiate, et la parimonie de la onstrution déoule de elle des gadgets

CONST, NOT et EQV-NOR. De plus, la Fig. 2.5 montre que notre onstrution préserve la

planarité des instanes. Nous avons don aussi onstruit une rédution linéaire et parimonieuse

de Plan-Sat à Plan-

1

3

-Sat.

En�n, le gadget EQV-NOR est très pratique pour onstruire un rossover parimonieux pour

Plan-

1

3

-Sat. Le but de e rossover est d'obtenir un système planaire reopiant les valeurs

portées par deux sommets distingués x et y dans les sommets distingués respetifs x

0

et y

0

ave

pour ordre anti-trigonométrique x, y, x

0

, y

0

, i.e., x et x

0

(resp. y et y

0

) sont plongés sur les oins

opposés d'un arré imaginaire. Il su�t de onneter quatre exemplaires du gadget EQV-NOR

omme sur la Fig. 2.6 pour obtenir un tel rossover. En e�et, si le sommet entral (qui est

onneté à la porte EQV des quatre gadgets EQV-NOR) est à vrai, alors les quatre sommets

x, y, x

0

, y

0

doivent être équivalents : ils sont soit tous faux soit tous vrais. On obtient alors les

deux on�gurations monohromes de gauhe sur la Fig. 2.6. En revanhe si le sommet entral est

mis à faux, alors les sommets opérandes de haque gadget EQV-NOR doivent porter des valeurs

opposées, et on a alors néessairement un bioloriage alternant sur le yle (x; y; x

0

; y

0

), e qui

donne les deux on�gurations de droite sur la Fig. 2.6 : soit x et x

0

sont à vrai ave y et y

0

à

faux, soit on a l'inverse, i.e., x et x

0

sont à faux ave y et y

0

à vrai.

La simpliité de notre rossover parimonieux pour Plan-

1

3

-Sat se ompare favorablement

au rossover parimonieux original de Lihtenstein [62℄ dans Plan-Sat. Ce dernier repose sur

les ontraintes suivantes :

^

8

>

>

<

>

>

:

(x ^ y

0

) () �

(x

0

^ :y) () �

(:x ^ :y) () 

(:x ^ y

0

) () Æ

^

8

>

>

>

>

<

>

>

>

>

:

(� _ � _  _ Æ)

(:� _ :�)

(:� _ :)

(: _ :Æ)

(:Æ _ :�)
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x’ y’
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x’ y’

x y

x’ y’
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x

x’

yx

y’x’

yx

y’x’

y

y’x’

y x

y’

xy

x’y’

x

y’

x

implémentation

représentation

les quatre états locaux

les quatre configurations correspondantes

Fig. 2.6 � Notre rossover parimonieux dans Plan-

1

3

-Sat

Nous laissons au leteur le soin de véri�er qu'il n'y a que quatre solutions à e système, ave

les valeurs esomptées pour un rossover sur x, y, x

0

et y

0

et que la Fig. 2.7 représente bien un

plongement planaire du développement lausal de e système.

clause

variable

occurrence négative

occurrence positive

α

βγ

δ

les quatre configurations possibles
y’

x x’

y

y

x

y’

x’

représentation

Fig. 2.7 � Le rossover parimonieux de Lihtenstein dans Plan-Sat

Ces rossovers permettent d'obtenir aisément des planarisations quadratiques de

1

3

-Sat et de

Sat suivant le shéma ommun de la Fig. 2.8. Soit '(V;L) une formule non planaire à planariser,

et m la taille de ', i.e. la somme des longueurs de ses lauses. On réé une grille virtuelle m�m

où on réserve un blo de x olonnes ontiguës pour haque variable ayant x ourrenes, ainsi

qu'un blo de y lignes ontiguës pour haque lause de longueur y. Intuitivement, les m lignes

orrespondent auxm ourrenes de variables groupées par lause, et lesm olonnes représentent

es mêmes ourrenes groupées par variable. Pour haque ourrene d'une variable v 2 V dans

une lause  2 L, on hoisit une olonne libre j parmi elles allouées à v et une ligne libre i allouée

à v, et on trae le hemin virtuel formé du segment horizontal ((i; 0)(i; j)) et du segment vertial

((i; j); (0; j)). Les sommets de variables et de lauses sont plongés dans leurs blos respetifs.

Pour haque ase de la grille qui ontient un roisement de deux hemins, on plae un rossover

parimonieux dans ette ase. Les sommets distingués suessifs de rossovers voisins le long d'un

hemin sont fusionnés. Les extrémités des hemins orrespondant à un même blo sont fusionnés

ave le sommet (de lause ou de variable) de e blo.
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a b c

clause C3

clause C2

clause C1

b ca

C3

C2

C1

Fig. 2.8 � Shéma de planarisation pour Sat et

1

3

-Sat

Pour terminer, il est très faile de réduire parimonieusement 3-Col à

1

3

-Sat. En e�et, soit

G(V;E) le graphe de l'instane 3-Col à réduire. Il su�t d'assoier à haque sommet v 2 V , les

trois variables W

v

, G

v

, B

v

, haune témoignant du fait que v est olorié resp. en white, gray ou

blak . La

1

3

-lause (W

v

; G

v

; B

v

) ode alors naturellement le fait que le sommet v est olorié ave

exatement une ouleur parmi les trois. Chaque arête e = (x; y) 2 E est alors odée par les trois

1

3

-lauses suivantes :

8

<

:

(W

x

; W

x;y

; W

y

)

(G

x

; G

x;y

; G

y

)

(B

x

; B

x;y

; B

y

)

où W

x;y

, G

x;y

et B

x;y

sont de nouvelles variables dont les valeurs de vérité signi�ent �ni x ni y ne

sont oloriés resp. en white, gray , blak �. Voir Fig. 2.9. La orretion est triviale. Si l'on souhaite

�ltrer les olorations isomorphes par permutation de ouleurs, on peut simplement hoisir deux

sommets arbitraires b et g adjaaents dans G et onneter les sommets B

b

et G

g

à deux gadgets

CONST �xant es variables à vrai, e qui revient à oder que b et g sont resp. oloriés en blak

et gray .

x

x

y
W(x) G(x) B(x)

W(x) G(x) B(x)

W(x,y) G(x,y) B(x,y)

B(y)G(y)W(y)

W(x)

W(x,y)

G(y)

G(x,y)

G(x) B(x)

B(x,y)

B(y)

sa simulation
un 3−coloriage

le long d’une arete
simulation d’une arete
avec des 1/3−clauses

une arete
à 3−colorier

simulation d’un sommet

avec une 1/3−clause
un sommet

y

x

à 3−colorier

W(y)

Fig. 2.9 � Rédution non planaire de 3-Col à

1

3

-Sat

Pour réduire (linéairement et parimonieusement) Plan-3-Col à Plan-

1

3

-Sat, les hoses

se ompliquent ar la rédution linéaire et parimonieuse i-dessus ne préserve pas la planarité
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de G, omme à haque fois qu'on répartit de l'information onentrée en un seul sommet sur

plusieurs. Deux problèmes se posent : les roisements au niveau du odage d'un sommet v 2 V ,

et les roisements au niveau du odage d'une arête.

En e qui onerne le premier problème, la tehnique standard est de dupliquer d fois les

variables W

x

, G

x

, B

x

pour haque sommet x 2 G de degré d. Sur haque �slot� de trois variables

dupliquées se gre�era le odage d'une arête. Là enore, le rossover parimonieux pour Plan-

1

3

-

Sat nous permet de réaliser ela linéairement, en utilisant O(d) rossovers, omme montré sur

la Fig. 2.10.

B(x)

G(x)

W(x)

W1(x) G1(x)

slot 1 (x)

B1(x) W2(x)

slot 2 (x)

G2(x) B2(x) W3(x) G3(x) B3(x)

slot 3 (x)

Fig. 2.10 � Dupliation du odage d'un sommet selon son degré

Le deuxième problème vient du fait que les variables W

x

, G

x

, B

x

de tout slot d'une même

variable x sont ainsi ordonnés dans un sens �xé (e.g.,trigonométrique) autour du gadget simulant

x. Pour le odage d'une arête (x; y), il en déoule que les variables des slots orrespondants ne

vont pas être fae à fae (en �miroir�). L'utilisation de trois rossovers, omme indiqué sur la

Fig. 2.11, permet de rétablir la situation.

G(x)W(x) B(x)

B’(y)G’(y)W’(y)

inversion de l’ordre des sommets

B(y) G(y) W(y)

G’’(y)

W’(y)

G’(y)

B’(y)

B’’(y) W’’(y) B(y)

W(y)

G(y)

Fig. 2.11 � Inversion de l'ordre trigonométrique d'un slot

Cei nous amène naturellement au hapitre 3, où l'on établira les rédutions parimonieuses

réiproques, i.e., de

1

3

-Sat à 3-Col, et de Plan-

1

3

-Sat à Plan-3-Col.
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3.1 Introdution

Ce hapitre réunit les rédutions obtenues lors de ette thèse et pour lesquelles la parimonie

nous a semblé partiulièrement di�ile à établir. Ce sont toutes des rédutions à 3-Col ou à

Plan-3-Col. Rappelons que les rédutions parimonieuses, 'est-à-dire les transformations en

temps polynomial qui préservent dans l'instane réduite le nombre exat de solutions de l'instane

à réduire, sont intéressantes pour deux raisons :

1. Ces rédutions préservent généralement non seulement les solutions mais aussi la struture

même de es solutions, puisqu'en pratique, elles réalisent par onstrution une orrespon-

dane bijetive entre les ensembles de solutions, orrespondane qui est elle-même alu-

lable en temps polynomial, mais en fait souvent linéaire, et permet ainsi de onserver la

omplexité de l'énumération des solutions.

2. Réduire parimonieusement Sat (ou un problème parimonieusement équivalent) à un pro-

blème B dans NP permet d'obtenir, au delà de la NP-omplétude de B, la #P-omplétude

du problème de omptage assoié #B, #Sat étant lui-même #P-omplet [85℄, ainsi que la

DP-omplétude du problème Unique-B sous rédutions polynomiales aléatoires, Unique-

Sat étant lui même DP-omplet sous es rédutions [87℄.

Lors de la oneption d'une transformation entre deux problèmes de déision A à B, essayer

de reproduire les solutions d'une instane à réduire dans l'instane réduite est le moyen le plus

naturel de s'assurer de l'équivalene de la déision des deux instanes, et il est don très fréquent

qu'une rédution établissant la NP-omplétude d'un problème soit parimonieuse. C'est par

exemple le as des deux rédutions entre Plan-Sat et Plan-

1

3

-Sat, de la rédution de

1

3

-Sat

à Plan-

1

3

-Sat, ou enore de la rédution de Plan-3-Col à Plan-

1

3

-Sat, qui ont toutes été

présentées dans les préliminaires. Ce sera également le as des rédutions entre Plan-Sat et

Plan-Hamilton présentées dans le hapitre suivant. Dans toutes es rédutions, la parimonie

vient naturellement, �sans forer�, ar exprimer �nement de la logique par des gadgets dans le

problème d'arrivée se fait de façon relativement intuitive.

Ce n'est ependant pas vrai pour tous les problèmes NP-omplets lassiques, à ommener par

eux dont l'ensemble de solutions présente des symétries intrinsèques, omme la 3-Colorabilité.

Typiquement, haque solution d'une instane de 3-Col induit six solutions qui sont isomorphes

par permutation de ouleurs. Ainsi, le nombre de solutions de toute instane de 3-Col est un

multiple de six. Un autre exemple est le problème Nae-3-Sat, où haune des lauses (toutes

de longueur 3 et monotones) doit etre satisfaite en ayant au moins une variable à vrai et une

variable à faux. Chaque solution d'une instane de Nae-3-Sat induit deux solutions qui sont

isomorphes par négation, et don le nombre de solutions de toute instane de Nae-3-Sat est

pair. Evidemment, de telles symétries intrinsèques sont absentes du problème Sat, et pour tout

entier k, il est faile de onstruire une instane Sat de taille O(log k) possédant exatement k

solutions : il su�t que les lauses simulent parimonieusement la soustration de deux nombres

positifs signés érits en binaire sur 1 + dlog ke bits en omplémentation à 2, le premier portant

la valeur k � 1, et de véri�er que le bit de signe du résultat est nul, attestant d'une di�érene

positive (les k solutions sont alors les simulations de toutes les soustrations de k par les nombres

de 0 à k � 1). Par onséquent, auune rédution parimonieuse ne peut évidemment exister de

Sat à 3-Col, ou de Sat à Nae-3-Sat.

Cependant, il est naturel de onsidérer un ensemble de solutions isomorphes omme n'étant

qu'une et une seule solution, et de ompter les solutions modulo et isomorphisme. Ave ette

nouvelle onvention de omptage, l'argument préédent disquali�ant 3-Col et Nae-3-Sat pour

l'équivalene parimonieuse à Sat ne tient plus, et il est naturel de se demander si des trans-
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formations parimonieuses existent de Sat à 3-Col et de Sat à Nae-3-Sat. En partiulier, il

n'est plus absurde de se demander si une instane partiulière de 3-Col ou de Nae-3-Sat admet

une solution unique : les problèmes Unique-3-Col et Unique-Nae-3-Sat sont bien dé�nis, et

exhiber des rédutions parimonieuses de Sat à 3-Col et Nae-3-Sat implique que Unique-3-

Col et Unique-Nae-3-Sat sont aussi di�iles que de déider si une instane Sat admet une

solution unique (problème Unique-Sat).

Dans tout e hapitre, nous onsidérons à présent tout ensemble de solutions isomorphes

omme une seule et même solution. Il est intéressant de noter qu'il existe déja une rédution

parimonieuse de Sat à Nae-3-Sat sous notre onvention de omptage, puisque N. Creignou et

M. Hermann [23℄ ont parimonieusement réduit

1

3

-Sat à Nae-3-Sat, rédution qui est présentée

dans e hapitre. Cependant, nous ne onnaissons pas de résultats similaires pour le problème plus

intéressant 3-Col. En e�et, les rédutions lassiques de Sat à 3-Col, e.g., elle présentée par

Kozen dans son livre [60℄ et également exposée dans e hapitre, ne sont même pas faiblement

parimonieuses, i.e., on ne peut même pas déduire une relation fontionnelle préise entre le

nombre de solutions de l'instane à réduire et elui de l'instane réduite, et ei pare que haque

solution de l'instane à réduire se trouve dupliquée dans l'instane réduite un nombre de fois

non-�xé, et qui dépend de la nature même de la solution.

Construire un gadget parimonieux ayant un omportement logique préis dans 3-Col n'est

pas hose faile : il se trouve toujours, ii ou là, un sommet �rebelle�, dont on ne sait pas ontr�ler

la oloration mais qui est indispensable à la orretion du gadget. #3-Col est onnu omme

étant un problème #P-omplet, mais de façon remarquable, la première preuve de e résultat, dû

à Linial [63℄, l'établit par une rédution parimonieuse du problème #Stables dans les graphes

bipartis, au problème #3-Col, également dans les graphes bipartis. Or, trouver un ensemble

de sommets stables (non-joints par arête entre eux) est trivial si l'on n'exige pas de ardinalité

minimale sur l'ensemble (auquel as on obtiendrait le problème NP-omplet Independent-

Set), et trouver un 3-oloriage dans un graphe biparti (i.e., 2-oloriable) est également trivial :

La #P-ompletude de #Stables ne don peut être obtenue que par Turing-rédution et non

par transformation (i.e., par Karp-rédution) de Sat. Une rédution faiblement parimonieuse

de Sat à 3-Col a été trouvée plus tard, prouvant à nouveau la #P-omplétude de #3-Col de

façon plus satisfaisante, par la omposition de la rédution parimonieuse de

1

3

-Sat à Nae-3-Sat

déjà itée, et la rédution faiblement parimonieuse de Nae-3-Sat à 3-Col, due à Dewdney [25℄,

et exposée dans e hapitre. Mais tandis que ette parimonie faible est su�sante pour montrer

la #P-omplétude de #3-Col, elle ne nous est d'auun seours pour omparer les expressivités

relatives de Unique-3-Col et Unique-Sat, pare que la rédution de Dewdney multiplie le

nombre de solutions par un fateur exponentiel en la taille de la donnée.

L'existene de rédutions parimonieuses depuis Plan-Sat peut également être posée pour

Plan-3-Col et Plan-Nae-3-Sat, les versions planaires de 3-Col et Nae-3-Sat. Notons qu'en

e qui onerne Plan-Nae-3-Sat, 'est un problème trivial si l'on n'autorise pas les ourrenes

multiples à l'intérieur d'une même lause, onséquene du Théorème des quatre ouleurs pour

les graphes planaires : En e�et, pour trouver une solution à une instane de Plan-Sat, il su�t

de onstruire un graphe ave un sommet par variable, et de onneter en triangle les sommets

assoiés aux variables apparaissant dans une même lause. Ce graphe est lui-même planaire,

et don 4-oloriable. De toute 4-oloration C sur f0; 1; 2; 3g, on peut déduire la 2-oloration

C

0

: x 7! C(x) mod 2. La 2-oloration C

0

ne laisse auun triangle monohromatique, e qui

signi�e que C

0

est aussi un assignement satisfaisant l'instane de Plan-Nae-3-Sat. Le problème

reste polynomial même si l'on autorise des lauses de longueur quelonque.

En revanhe, pour la 3-olorabilité, Plan-3-Col reste NP-omplet et #Plan-3-Col reste

#P-omplet : Le premier résultat est montré par l'existene d'un rossover bien onnu pour
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Plan-3-Col et que l'on trouve dans tous les ouvrages de référene [68, 60, 33℄. Ce rossover

étant toutefois non-parimonieux, le deuxième résultat a été établi par Hunt et al. [54, 55℄ en

modi�ant e gadget pour le rendre faiblement parimonieux. Ce rossover permet de ontr�ler le

nombre de solutions lors de la planarisation mais ave un fateur de dupliation qui est le arré

d'une exponentielle du nombre de sommets.

Ainsi, à notre onnaissane, il n'existe auune rédution parimonieuse de 3-Col à Plan-3-

Col, de Sat à 3-Col, et de Plan-Sat à Plan-3-Col. En partiulier, la di�ulté de Unique-

3-Col et Unique-Plan-3-Col restaient ouvertes jusqu'alors. Nous montrons dans e hapitre

que de telles rédutions existent.

Proposition 3.1 3-Col est parimonieusement rédutible à Plan-3-Col en temps quadratique.

Ce résultat sera établi par l'existene d'un rossover parimonieux pour Plan-3-Col. L'éla-

boration de et objet, loin d'être triviale, nous oupera une bonne partie de e hapitre. Beau-

oup de gadgets intermédiaires seront néessaires à sa onstrution.

Proposition 3.2 Sat est parimonieusement rédutible à 3-Col en temps linéaire.

Ce résultat sera obtenu par une rédution parimonieuse intermédiaire de

1

3

-Sat à 3-Col.

Curieusement, 'est ette rédution qui est la plus faile. En e�et, une fois onstruits tous les

objets néessaires à l'élaboration du rossover parimonieux, il est très faile de onstruire un

simulateur de

1

3

-lause en les réutilisant. La rédution inverse étant déjà présentée dans les

préliminaires, on déduit que :

Corollaire 3.3 Sat et 3-Col sont équivalents sous rédutions parimonieuses et linéaires.

Tous nos gadgets étant planaires, nous aurons le résultat analogue pour la version planaire

de la 3-olorabilité :

Proposition 3.4 Plan-Sat est parimonieusement rédutible à Plan-3-Col en temps linéaire.

La rédution linéaire et parimonieuse de 3-Col à

1

3

-Sat présentée en préliminaires ayant

elle-même une version planaire, on déduit :

Corollaire 3.5 Plan-Sat et Plan-3-Col sont équivalents sous rédutions parimonieuses et

linéaires.

En�n, de es rédutions parimonieuses, et onjointement, de la DP-omplétude de Unique-

Sat et Unique-Plan-Sat, nous déduisons que :

Corollaire 3.6 Unique-3-Col et Unique-Plan-3-Col sont DP-omplets sous rédutions po-

lynomiales aléatoires.

A notre onnaissane, e dernier résultat est nouveau. Nos rédutions utilisant toutes les

mêmes objets, elles uniformisent également les preuves déjà existantes mais hétérogènes pour la

NP-omplétude et la #P-omplétude de la 3-olorabilité, que e soit dans le plan ou dans le as

général.



3.2. De la 3-olorabilité à la 3-olorabilité planaire 31

3.2 De la 3-olorabilité à la 3-olorabilité planaire

3.2.1 La rédution générique : le prinipe de la planarisation

La NP-omplétude de Plan-3-Col est généralement prouvée par une transformation de

3-Col à Plan-3-Col qui élimine les roisements d'arêtes par l'utilisation de �rossovers�. Rap-

pelons qu'un rossover est un graphe planaire ayant pour fontion de maintenir identiques les

ouleurs de tous sommets situés dans les oins opposés d'un arré imaginaire, indépendamment

des ouleurs (elles-mêmes identiques) des sommets situés dans les oins adjaents (un rossover

pour Plan-3-Col admet don exatement 3� 3 = 9 on�gurations). Dans ette setion, nous

noterons par

tout rossover pour Plan-3-Col. Une transformation quadratique de 3-Col à Plan-3-Col à

base de rossovers est illustrée sur la Fig. 3.1 :
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sa demi−matrice d’ajacence

v1 v6v4

v3 v2 v5

1

2

3

4

5

6

1 2 3 4 5 6

0

0

0

0

0

01

1

1

1

1

1

1

1

1

un graphe non−planaire, ici le graphe biparti complet K(3,3)

un graphe planaire ayant meme comportement vis−à−vis de la 3−colorabilité

Fig. 3.1 � Transformation quadratique de 3-Col à Plan-3-Col

A partir du triangle inférieur gauhe de la matrie d'adjaene M d'un graphe non-planaire

G(V = fv

1

; � � � ; v

n

g; E), on onstruit un graphe planaire G

0

(V

0

; E

0

) ayant le même nombre de

3-olorations. Le plongement dans le plan de G

0

suit la grille physique des ases de e triangle

inférieur gauhe de M :

1. On plae un rossover X

i;j

dans haque ase M

i;j

, 1 � i; j � n, ave un sommet distingué

sur haque �té de la ase. Les ases partageant un même �té partagent aussi les sommets

distingués orrespondant, de sorte que tous les sommets d'une même olonne ou rangée de

rossovers aient la même ouleur.
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2. Pour tout 1 � i < n, on fusionne le sommet Est du rossover X

i;i�1

ave le sommet Nord

du rossover X

i+1;i

, de sorte les sommets d'une olonne i aient la même ouleur que les

sommets de la rangée i et représentent tous le sommet v

i

2 V .

3. Pour toute arête (v

i

; v

j

) 2 E, on onnete par une arête les sommets distingués Sud et

Ouest du rossover X

i;j

.

Le graphe G

0

est de taille �(n

2

) et il est 3-oloriable ssi G l'est aussi. De plus si le rossover

est parimonieux, alors la transformation l'est aussi. Dans toute la suite, nous nous intéressons

à l'implémentation parimonieuse d'un tel rossover.

Le rossover non-parimonieux lassique

Une implémentation lassique du rossover est le graphe de gauhe dans la Fig. 3.2, onnu

sous le nom de diamond-graph dans les livres de omplexité tels que [60, 68, 33℄.

Les ouleurs se propagent dans le graphe-diamant de la manière suivante : Une fois que

l'on a arbitrairement �xé deux ouleurs distintes pour le sommet entral  et son voisin i, les

ouleurs des sommets de la ouronne intérieure sont toutes déterminées sous l'e�et des quatre

triangles entraux ; On peut ensuite hoisir la ouleur du sommet x parmi deux ouleurs, et e

hoix détermine suessivement les ouleurs de tous les sommets de la ouronne extérieure, à la

manière d'une asade de dominos. Cette asade se propage le long de l'anneau extérieur dans

le sens anti-trigonométrique si la ouleur de x est hoisie identique à elle de , et se propage

dans le sens trigonométrique sinon. On montre que les ombinaisons de ouleurs possibles en x,

y, x

0

et y

0

donnent au graphe-diamant la propriété de rossover pour Plan-3-Col.

x’

y’

y

j

j’

k

i c i’
x

k’

l’

l

x’

y’

y

j

j’

k

i c i’
x

k’

l’

l

x’

y’

y

j

j’

k

i c i’
x

k’

l’

l

dans le sens anti−trigonométriquedans le sens trigonométrique

propagation des couleurs le long de la couronne extérieure à partir de x
(lorsque les couleurs de la couronne intérieure sont fixées par celles de c et i)

Fig. 3.2 � Propagation des ouleurs dans le graphe-diamant

Propriété 3.7 Le graphe-diamant de la Fig. 3.2 implémente non parimonieusement un ros-

sover pour Plan-3-Col.

Preuve Soit C une 3-oloration du graphe-diamant telle que C() = white et

C(i) = blak : Alors, néessairement C(j) = C(j

0

) = gray sous l'ation des deux

triangles (; i; j) et (; i; j

0

), et C(i

0

) = blak sous l'ation des deux triangles (; i

0

; j)

et (; i

0

; j

0

). Notre hoix pour C(i) entraîne C(x) 6= blak via l'arête (x; i), e qui

nous laisse deux possibilités pour C(x) :
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1. Soit C(x) = gray � premier as sur la Fig. 3.2 � et alors par e�et de dominos

depuis x dans le sens trigonométrique le long de la ouronne extérieure : C(l) =

white, C(y

0

) = blak , C(k

0

) = white, C(x

0

) = gray , C(l

0

) = white, C(y) = blak ,

et �nalement C(k) = white.

2. Soit C(x) = white � seond as sur la Fig. 3.2 � et alors par e�et de dominos

depuis x le long de la ouronne extérieure, mais ette fois-i dans le sens anti-

trigonométrique : C(k) = blak , C(y) = white, C(l

0

) = gray , C(x

0

) = white,

C(k

0

) = blak , C(y

0

) = white, et �nalement C(l) = gray .

Dans les deux as, C(x) = C(x

0

) et C(y) = C(y

0

), omme il est requis pour un

rossover. Le premier as est représentatif de la situation où les deux ouleurs que

l'on roise sont distintes (on�guration biolore), 'est-à-dire lorsque C(x) 6= C(y),

alors que le seond as re�ète le roisement de deux ouleurs identiques (on�guration

monohrome), 'est-à-dire lorsque C(x) = C(y). Maintenant, si l'on onsidère les

ouleurs des sommets distingués x, y, x

0

et y

0

omme �xées, nous pouvons remarquer

dans le as monohrome que la ouleur des sommets i, i

0

, k et k

0

peut être permutée

ave elle des sommets j, j

0

, l, et l

0

, alors que e n'est pas possible dans le as

biolore. Par onséquent, haune des trois on�gurations monohromes admet deux

états loaux possibles alors qu'il y a une bijetion entre les six on�gurations biolores

et les six états loaux assoiés, omme le montre la Fig. 3.3. Le graphe-diamant est

don un rossover non-parimonieux pour Plan-3-Col. �

deux états locaux pour la configuration monochrome blanche deux états locaux pour la configuration monochrome grise deux états locaux pour la configuration monochrome noire

les six états locaux correspondant aux six configurations bicolores

Fig. 3.3 � Les douze états loaux et les neuf on�gurations du graphe-diamant

Le rossover faiblement parimonieux de Hunt et al.

L'utilisation du graphe-diamant pour transformer une instane G de 3-Col en une instane

G

0

de Plan-3-Col ne permet pas a priori de déduire le nombre de solutions de G

0

en fontion

de elui de G, e graphe a don été modi�é par Hunt et al. dans [54℄ a�n de le rendre faiblement

parimonieux. Rappelons que le graphe-diamant se omporte bien pour les on�gurations bio-

lores, mais qu'il se omporte mal (il dédouble les solutions) pour les on�gurations monohromes.

La modi�ation de Hunt et al. vise à e que le graphe-diamant se omporte également mal pour

les on�gurations biolores, 'est-à-dire à dédoubler arti�iellement les état loaux orrespon-

dant aux on�gurations biolores. De sorte que toute on�guration, qu'elle soit monohrome ou

biolore, aeptera deux états loaux.
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Ce rossover donne une transformation faiblement parimonieuse de 3-Col à Plan-3-Col.

En utilisant  rossovers, une instane G(V;E) de 3-Col ave #G solutions est transformée

en une instane G

0

(V

0

; E

0

) ave #G

0

= 2



� #G solutions. Notons que  est lui-même O(jV j

2

)

omme le montre le shéma de transformation de la Fig. 3.1, mais qu'il est également 
(jV j

2

)

pour tout autre shéma de transformation sous l'hypothèse que Sat n'admet pas d'algorithme

sous-exponentiel dans le as général. De ette transformation et de la #P-omplétude de #3-

Col déoule la #P-omplétude de #Plan-3-Col. Le graphe-diamant modi�é est présenté dans

la Fig. 3.4. Nous montrons que 'est un rossover faiblement parimonieux pour Plan-3-Col.

Propriété 3.8 Le graphe-diamant modi�é de la Fig. 3.4 est une implémentation faiblement par-

imonieuse de rossover pour Plan-3-Col.

y’

x
c

x’

y’

x

k’

y
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i’

j

c
x’

y’

x

k’

y

l’

i’

j

c
x’

y’

x

k’

y

l’

i’

j

c
x’

k’

y

l’

i’

j

ousignifie

l

j’

i

l’’
m

i’’

c’

dans le sens anti−trigonométriquedans le sens trigonométrique

propagation des couleurs le long de la couronne extérieure à partir de x
(lorsque les couleurs de la courrone intérieure sont fixées par celles de c et i) pour la configuration monochrome blanche 

deuxième état local

obtenu à partir de l’état local précédent
par permutation du gris et du noir

k

j’

i

l’’
m

i’’

ll

k

j’

i

l’’
m

i’’

k

j’

i

l’’
m

i’’

l

c’ c’ c’

k

Fig. 3.4 � Propagation des ouleurs dans le graphe-diamant modi�é par Hunt et al.

Preuve Soit C une 3-oloration du graphe-diamant modi�é, et �xons arbitrairement

C() = white et C(i) = blak : Alors, néessairement C(j) = C(j

0

) = gray sous

l'ation des deux triangles gauhes du losange entral, et C(i

0

) = blak sous l'ation

de ses deux triangles droits. Notre hoix pour C(i) entraîne C(x) 6= blak via l'arête

(x; i), e qui nous laisse deux possibilités pour C(x) :

1. Soit C(x) = gray � premier as sur la Fig. 3.4. Alors C(l

00

) = white sous l'a-

tion du triangle (x; i; l

00

), C(i

00

) = blak sous l'ation du triangle (x; i

00

; l

00

),

et C(

0

) = white sous l'ation du 2-hemin (j

0

; 

0

; i

00

). L'e�et de domino le

long de la ouronne extérieure se produit ensuite exatement omme pour le

graphe-diamant original dans le sens trigonométrique (f. �èhes), et la on�-

guration produite est une on�guration biolore blak=gray de rossover, 'est-

à-dire C(x) = C(x

0

) = gray 6= C(y) = C(y

0

) = blak . En�n, le sommet m

n'ayant que deux voisins blans, C(m) est libre d'être gris ou noir, produisant

ainsi arti�iellement deux états loaux par on�guration biolore.

2. Soit C(x) = white � deuxième as sur la Fig. 3.4. Alors C(l

00

) = gray sous

l'ation du triangle (x; i; l

00

), C(i

00

) = blak sous l'ation du triangle (x; i

00

; l

00

),

et C(

0

) = white sous l'ation du 2-hemin (j

0

; 

0

; i

00

). L'e�et de domino le long

de la ouronne extérieure se produit ensuite exatement omme pour le graphe-

diamant original dans le sens anti-trigonométrique (f. �èhes), et la on�gura-

tion produite est une on�guration monohrome white de rossover, 'est-à-dire

C(x) = C(x

0

) = C(y) = C(y

0

) = white. Contrairement au as préédent, la ou-

leur de m n'est pas libre et sous l'ation du 2-hemin (l

00

;m; 

0

), C(m) = blak .



3.2. De la 3-olorabilité à la 3-olorabilité planaire 35

Le seond état loal pour une on�guration est obtenu en permutant la ouleur

des sommets i, i

0

, i

00

, m ave elle des sommets j, j

0

, l, l

0

, l

00

, omme montré à

droite de la Fig. 3.4, 'est-à-dire en permutant les deux ouleurs gray et blak .

La Fig. 3.5 montre les dix-huit états loaux produits : en haut les six assoiés aux

trois on�gurations monohromes, et en bas les douze assoiés aux six on�gurations

biolores. �

deux états locaux pour la configuration monochrome blanche

deux états locaux pour la configuration monochrome grise

deux états locaux pour la configuration monochrome noire

deux états locaux pour chacune des six configurations bicolores, différenciés par le sommet m

m m

m

mm

m

(deux états)

(deux états) (deux états)

(deux états)

(deux états) (deux états)

Fig. 3.5 � Les dix-huit états loaux et les neuf on�gurations du graphe-diamant modi�é

3.2.2 Vers un rossover parimonieux et radiant

La démarhe de Hunt et al. est remarquable sur un point : plut�t que de ra�ner le graphe-

diamant original en éliminant les trois états loaux super�us des trois on�gurations mono-

hromes, ils rajoutent arti�iellement des états loaux aux on�gurations biolores. Il est naturel

de se demander si la démarhe inverse est possible : Existe-t-il un rossover pour Plan-3-Col

qui soit stritement parimonieux ?

De l'intérêt d'être radiant pour être parimonieux

En fait, il est faile de s'aperevoir que le problème dont sou�rent les graphes-diamants

(original ou modi�é) � à savoir la dupliation de l'état loal d'une on�guration monohrome
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par simple permutation des deux ouleurs absentes de la on�guration � est général si x, x

0

, y

et y

0

sont les seuls sommets distingués du rossover. Nous pourrions ependant envisager qu'en

pré-oloriant s sommets supplémentaires utilisés en appui, il soit possible d'obtenir un gadget

parimonieux à 4 + s sommets distingués ayant la propriété de rossover pour les 4 premiers

sommets :

Dé�nition 3.9 (Sommets distingués primaires et seondaires, palette de référene,

on�gurations primaires et gadget à palette) Soit G un gadget à p+ s sommets distingués

x

1

; � � � ; x

p

(les p sommets distingués primaires), y

1

; � � � ; y

s

(les s sommets distingués seondaires),

et d'ensemble de on�gurations C. Soit C

00

une 3-oloration de y

1

; � � � ; y

s

, appelée palette de

référene. Pour toute on�guration C 2 C, on note C=C

00

la restrition de C sur x

1

; � � � ; x

p

telle

que C(y

i

) = C

00

(y

i

) pour tout i � s. On appelle C

0

= C=C

00

= fC=C

00

; C 2 Cg l'ensemble des

on�gurations primaires de G pour la palette C

00

. Le gadget G est alors appelé gadget à palette,

plus préisément de palette C

00

et d'ensemble de on�gurations primaires C

0

.

Dé�nition 3.10 (Crossover à palette) Un gadget G à 4+s sommets distingués (4 primaires

et s seondaires) et d'ensemble de on�gurations C est appelé rossover à palette s'il existe une

palette C

00

sur les s sommets distingués seondaires telle que G a la propriété de rossover pour

les on�gurations primaires C

0

= C=C

00

sur ses 4 sommets primaires.

Nous allons onstruire un rossover à palette parimonieux en partant sur la base de s = 2

sommets distingués. Pour justi�er e hoix, montrons que l'on ne peut être parimonieux ave

moins de sommets seondaires et don que notre hoix est minimum :

Remarque 3.11 Il n'existe pas de rossover à palette à 4 + s sommets distingués pour Plan-

3-Col qui soit parimonieux si s 2 f0; 1g.

Preuve Soient x, x

0

, y, y

0

les quatre sommets distingués primaires et z le sommet

distingué seondaire s'il existe. Remarquons tout d'abord qu'il n'existe pas de ros-

sover G(V;E) (parimonieux ou non) onstitué uniquement de sommets distingués :

Quels que soient u; v 2 fx; x

0

; y; y

0

g, il ne peut y avoir d'arête (u; v) ar sinon auune

on�guration monohrome n'existe, et il ne peut y avoir d'arête (z; v) ar sinon la

on�guration monohrome de ouleur C(z) n'existe pas. Tous les sommets sont alors

isolés et toutes les on�gurations C telles que C(x) 6= C(x

0

) ou C(y) 6= C(y

0

) existent

et G n'est pas un rossover.

Don il doit exister au moins un sommet t non-distingué dans G, adjaent à l'un des

sommets distingués. Soit C un état loal de G pour une on�guration monohrome

de ouleur 

1

, où 

1

est arbitraire si z n'existe pas, et où 

1

= (z) sinon. Soient



2

et 

3

les deux autres ouleurs, 

2

= C(t) 6= 

1

et 

3

6= 

1

; 

2

. Soit fS

1

; S

2

; S

3

g

la partition des sommets de G orrespondant aux ouleurs respetives 

1

, 

2

, 

3

(S

3

pouvant éventuellement être vide). On peut déduire un deuxième état loal C

0

pour

la même on�guration monohrome de ouleur 

1

en éhangeant les ouleurs 

2

et



3

: Poser C

0

(v 2 S

1

) = C(v) = 

1

, C

0

(v 2 S

2

) = 

3

et C

0

(v 2 S

3

) = C(t) = 

2

.

C

0

est bien une 3-oloration légale ar s'il existait (u; v) 2 E tel que C

0

(u) = C

0

(v)

alors on aurait aussi C(u) = C(v), une ontradition. De plus, C

0

représente bien

une on�guration monohrome de ouleur 

1

puisque fx; y; x

0

; y

0

g � S

1

. En�n, C

0

est bien distint de C puisque C(t) = 

2

6= C

0

(t) = 

3

. �
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Par onséquent, il nous faut au moins s = 2 sommets distingués seondaires pour espérer

obtenir un rossover à palette parimonieux pour Plan-3-Col. Dans es onditions, et a�n

que le rossover soit utilisable, il est souhaitable que la palette de référene portée par es

sommets soient ommuniquée à tous les rossovers. Pour e faire, les rossovers doivent propager

les ouleurs de la palette de référene de voisin à voisin.

Deux rossovers dans un graphe planaire G(V;E; F ) sont dit voisins s'ils partagent la frontière

d'une fae f 2 F . La o-aessibilité de deux rossovers est la l�ture transitive de la relation de

voisinage, i.e., deux rossovers X et X

0

sont dit o-aessibles s'ils sont voisins, ou s'il existe une

suite X = X

1

;X

2

; � � � ;X

p

= X

0

de rossovers tel que X

i

et X

i+1

sont voisins pour tout i < p.

Un ensemble de rossovers est dit onnexe si es rossovers sont tous o-aessibles deux à deux.

Problème : En supposant que l'ensemble des rossovers est onnexe, omme 'est le as pour

le shéma de transformation de la Fig. 3.1, les sommets distingués seondaires de deux rossovers

voisins dont on souhaite faire partager les ouleurs ne sont pas forément plaés sur la même

fae. Nous avons don tout intérêt à e que tout rossover dispose d'une opie de es deux

sommets dans haun des quatre seteurs situés entre ses quatre sommets distingués primaires

et qu'il assure la ohérene de leur oloration. Nous quali�erons de radiant un gadget ayant une

telle aratéristique. L'idée est elle d'une soure lumineuse pontuelle rayonnant dans toutes les

diretions. C'est e qu'on exprime dans la dé�nition suivante :

Dé�nition 3.12 (Seteurs, paires de référene, et radiane) Soit G un gadget planaire à

palette et à p+2p sommets distingués x

1

; b

1

; g

1

; � � � ; x

p

; b

p

; g

p

disposés anti-trigonométriquement

dans et ordre, où les x

i

� resp. b

i

et g

i

� sont les sommets distingués primaires � resp. seondaires.

On appelle un ouple (b

i

; g

i

) une paire de référene et (x

i

; x

i+1

) son seteur (ave par onvention

p + 1 = 1). Le gadget G est appelé radiant si pour toute on�guration C de G, on a pour tout

1 � i; j � p :

1. C(g

i

) 6= C(b

i

), et

2. C(b

j

) = C(b

i

) et C(g

j

) = C(g

i

).

Autrement dit, une paire de référene est néessairement biolore et ses ouleurs se propagent aux

paires de référene des autres seteurs. La palette de référene est don entièrement déterminée

par la oloration d'une seule paire de référene, que l'on appellera aussi palette de référene par

abus de langage.

Remarque 3.13 Par soui de simpli�ation, Pour haque gadget radiant, nous nommerons in-

distintement par b, resp. g, tous ses sommets seondaires b

i

, resp. g

i

.

Dans e qui suit, nous élaborons un rossover parimonieux et radiant pour Plan-3-Col et

nous l'utilisons pour onstruire une rédution parimonieuse de 3-Col à Plan-3-Col.

Une analogie optique

La réalisation de notre rossover parimonieux et radiant passe par la oneption de plusieurs

objets intermédiaires, radiants ou non-radiants. Dans toute ette setion, nous allons exlusive-

ment nous intéresser à la dé�nition de l'interfae de es objets et à l'élaboration de la stratégie

exploitant leur omportement ('est-à-dire l'ensemble de leurs on�gurations primaires) pour

atteindre l'objetif �nal. L'implémentation parimonieuse de es objets ne débutera qu'en Se-

tion 3.2.3.
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Nous onstruirons en partiulier des objets que nous appellerons rossovers restreints : Un

rossover restreint est un objet qui n'a la propriété de rossover que sous des hypothèses d'uti-

lisation limitée. Deux rossovers restreints seront introduits : le rossover exlusif (qui est non-

radiant) et le rossover biolore (qui est radiant) :

Dé�nition 3.14 (Crossover exlusif) Un gadget planaire G à 4 sommets distingués x, y, x

0

et y

0

disposés anti-trigonométriquement dans et ordre est un rossover exlusif et est noté

s'il véri�e les deux propriété suivantes :

1. Pour toute on�guration C, C(x) = C(x

0

) 6= C(y) = C(y

0

)

2. Pour toutes ouleurs distintes  et 

0

, il existe une on�guration C tel que C(x) =  et

C(y) = 

0

.

La Fig. 3.6 résume les six on�gurations requises pour un rossover exlusif. Cet objet, extrê-

mement simple à implémenter, va nous permettre de rendre nos gadgets radiants. Il permettra

aussi d'implémenter le rossover restreint suivant �

x’

y

y’

x’x

y

y’

y

y’

x’x x’

y’

y

x’

y

y’

x’

y’

y

Fig. 3.6 � Les six on�gurations requises pour le rossover exlusif

Dé�nition 3.15 (Crossover biolore) Un gadget planaire G à palette et à 4 sommets distin-

gués primaires x, y, x

0

et y

0

disposés anti-trigonométriquement dans et ordre est un rossover

biolore et est noté s'il véri�e les trois propriétés suivantes, pour une palette de référene C

00

hoisie :

1. La palette C

00

détermine exatement une ouleur interdite 

00

pour les sommets distingués

primaires x, x

0

, y et y

0

.

2. Pour toute on�guration C, C(x) = C(x

0

) 6= 

00

et C(y) = C(y

0

) 6= 

00

.

3. Pour toutes ouleurs , 

0

distintes de 

00

mais non néessairement distintes entre elles,

il existe une on�guration C tel que C(x) =  et C(y) = 

0

.

La Fig. 3.7 résume les six on�gurations primaires requises pour un rossover biolore.

y

y’

x’x’x

y’

y

couleur interdite  c’’ = 

x’x’x

y y

y’y’

x

Fig. 3.7 � Les quatre on�gurations primaires requises pour le rossover biolore
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Remarque 3.16 En reprenant exatement la même preuve que elle de la remarque 3.11 ave

s = 0, il est faile de voir qu'il n'existe pas de rossover biolore qui soit parimonieux et sans

sommet distingué seondaire. Nous verrons qu'il en existe un ave s = 1 sommet seondaire.

Nous onstruirons ependant un rossover biolore parimonieux et radiant, et où il y a don

deux sommets seondaires par seteur.

La oneption de notre rossover non-restreint est guidée par une analogie optique : la

déomposition et reomposition de la lumière qui se produit au travers d'un prisme. Ii, on déide

arbitrairement que le blan et le noir sont des ouleurs pures. Les trois ouleurs blan, gris, et

noir existent également sous forme omposite. Une ouleur omposite  est vue omme la somme

d'une fréquene basse low() et haute high(). Les déompositions hromatiques opérées par le

prisme sont les suivantes :

� le noir se déompose en high(blak ) = blak et low(blak ) = blak ,

� le gris se déompose en high(gray ) = blak et low(gray) = white,

� le blan se déompose en high(white) = white et low(white) = white.

bin ( )=1bin ( )=0 bin ( )=3

high(c) low(c) high(c) low(c) high(c) low(c)

x x x

hx lx

c=C(x) c=C(x) c=C(x)

hx hxlx lx

Fig. 3.8 � Les trois on�gurations primaires requises pour le prisme

Une autre façon de le voir est d'interpréter les ouleurs pures noire et blanhe omme les bits

0 et 1 resp., les ouleurs omposites noire, grise, blanhe omme les nombres sur deux bits 0, 1,

et 3 resp., et la déomposition hromatique d'une ouleur omposite  omme l'ériture de  en

binaire : bin() = (high(); low()), high() étant le bit de poids fort et low() le bit de poids

faible.

Si nous disposons d'un gadget planaire noté agissant omme un prisme, 'est-à-dire un

gadget planaire à trois sommets distingués primaires x, h

x

et l

x

autorisant exatement les trois

on�gurations primaires de la forme (C(x); C(h

x

) = high(C(x)); C(l

x

) = low(C(x))) montrées

sur la Fig. 3.8, alors nous avons un shéma pour fabriquer notre rossover non-restreint en

ombinant quatre prismes ave quatre rossovers biolores omme il est montré sur la Fig. 3.9.

L'idée est de ne pas tenter de propager diretement la ouleur omposite en x (resp. y) vers x

0

(resp. y

0

) mais de déomposer la ouleur omposite en x (resp. y) au travers d'un premier prisme

et de la reomposer en x

0

(resp. y

0

) au travers d'un deuxième prisme. On roise alors quatre

ouleurs au lieu de deux, mais omme elles sont pures, il su�t d'un rossover biolore pour les

roiser en haun des quatre points de roisement.

L'ation du prisme se divise en deux appliations  7! high() et  7! low() qui laissent toutes

deux invariantes les ouleurs  = blak et  = white, et qui ne di�èrent que dans l'image de gray :

On a high(gray ) = blak et low(gray) = white, autrement dit high assombrit le gris tandis que

low l'élairit. Pour ette raison, on appellera onvertisseur sombre unidiretionnel, et on notera
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x’x

y

y’

hy’

hy’’

hy ly

ly’’

ly’

hx hx’’ hx’

lx’lx’’lx

x x’

y’

y

(parcimonieusment)

Fig. 3.9 � Shéma de onstrution d'un rossover non-restreint

, tout gadget de sommets distingués primaires (x; x

0

) dont les on�gurations primaires sont

de la forme (C(x); high(C(x)). De même, on appellera onvertisseur lair unidiretionnel, et on

notera , tout gadget dont les on�gurations primaires sont de la forme (C(x); low(C(x)). Voir

Fig. 3.10.

Remarque 3.17 Le quali�atif unidiretionnel vient du fait que l'ensemble des on�gurations

primaires n'est pas stable sous permutation de x et x

0

. Autrement dit, la onversion est orien-

tée. Nous verrons que les onvertisseurs unidiretionnels sont implémentables en terme d'autres

onvertisseurs, dits bidiretionnels, laissant l'ensemble des on�gurations stable sous permutation

de x et x

0

.

x x’ x’x’x x

convertisseur sombre unidirectionnel

convertisseur clair unidirectionnel

x x’ x’ x’x x

Fig. 3.10 � Les trois on�gurations primaires requises pour les onvertisseurs unidiretionnels

Les onvertisseurs unidiretionnels sont de véritables �outeaux suisses� et ne servent pas

seulement à implémenter les prismes : Nous verrons en Setion 3.3 qu'ils sont la lé de voûte

pour onstruire les gadgets logiques donnant l'équivalene parimonieuse de Sat et 3-Col ; De

plus, les onvertisseurs unidiretionnels servent aussi à élaborer un shéma simulant un rossover

biolore à partir d'un rossover exlusif .
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En e�et, il su�t de remarquer qu'un rossover exlusif fait à peu de hoses près le travail

d'un rossover biolore si nous ne lui présentons que les ouleurs noire et blanhe en ses sommets

distingués i; j; i

0

; j

0

: Seules les deux on�gurations monohrome blanhe et monohrome noire

ne passent pas. Nous réglons le problème omme suit :

1. Pour faire passer la on�guration monohrome blanhe, il su�t que la ouleur blanhe de

i et i

0

soit préalablement onvertie en gris, de sorte que le rossover exlusif roise bien

deux ouleurs distintes blanhe et grise. Cei est réalisé en onnetant des onvertisseurs

unidiretionnels lairs en i et i

00

.

2. De même, pour faire passer la on�guration monohrome noire, il su�t que la ouleur noire

de j et j

0

soit préalablement onvertie en gris, de sorte que le rossover exlusif roise bien

deux ouleurs distintes grise et noire. Cei est réalisé en onnetant des onvertisseurs

unidiretionnels sombre en j et j

00

.

Notre shéma de onstrution du rossover biolore est résumé dans la Fig. 3.11. Le

shéma est en lui-même non-parimonieux mais nous verrons en Setion 3.2.4 que e problème

se orrige failement.

(non parcimonieusement)
x’x

y’

y

x

y

i

j

x’i’

j’

y’

Fig. 3.11 � Shéma de onstrution d'un rossover biolore

3.2.3 L'implémentation parimonieuse des onvertisseurs

Tout repose don sur l'implémentation d'un onvertisseur unidiretionnel parimonieux et

radiant. Pour l'obtenir, nous passerons par plusieurs ra�nements intermédiaires :

1. Nous onstruirons tout d'abord un onvertisseur planaire à palette, mais bidiretionnel,

non-parimonieux et non-radiant ;

2. Nous le rendrons ensuite parimonieux mais en perdant la planarité (ertains sommets

distingués seondaires ne se trouvant pas sur la fae externe) ;

3. Nous restaurerons la planarité du gadget en faisant éhapper es sommets vers la fae

externe grâe au rossover exlusif dont l'implémentation sera également introduite.

4. En�n, nous le rendrons à la fois unidiretionnel et radiant.

Un onvertisseur bidiretionnel planaire non-parimonieux

Nous dé�nissons tout d'abord les notions de ouleurs laires et sombres, et les relations

d'équivalene assoiées

wg

� (pour white=gray 'est-à-dire les ouleurs laires) et

gb

� (pour gray=blak
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'est-à-dire les ouleurs sombres), puis nous dé�nissons les gadgets établissant es équivalenes

entre les ouleurs de ses sommets distingués primaires :

Dé�nition 3.18 (ouleurs laires et sombres, relations d'équivalene

wg

� et

gb

�) L'ensemble

des ouleurs laires est par dé�nition light = fwhite; grayg et elui des ouleurs sombres est

dark = fgray; blakg. Le gris est don à la fois lair et sombre. La relation d'équivalene sombre,

notée

gb

�, et la relation d'équivalene laire, notée

wg

�, sont dé�nies par :



gb

� 

0

ssi  2 dark () 

0

2 dark



wg

� 

0

ssi  2 light () 

0

2 light

Un onvertisseur sombre bidiretionnel est un gadget à deux sommets distingués primaires x

et x

0

ayant pour on�gurations primaires toutes les paires (C(x); C(x

0

)) véri�ant C(x)

gb

� C(x

0

).

De même, un onvertisseur lair bidiretionnel a pour on�gurations primaires toutes les paires

(C(x); C(x

0

)) véri�ant C(x)

wg

� C(x

0

). Ces on�gurations primaires sont résumées sur la Fig. 3.12

pour les deux onvertisseurs bidiretionnels. En les omparant ave elles de la Fig. 3.10, on voit

que l'ensemble des on�gurations primaires d'un onvertisseur bidiretionnel inlut elui de son

homologue unidiretionnel.

x’x

x’x

x’x

x’xx’x

x’x

x x’

x’x

x x’

x’x

convertisseur sombre bidirectionnel

convertisseur clair bidirectionnel

Fig. 3.12 � Les inq on�g. primaires requises pour les deux onvertisseurs bidiretionnels

L'ensemble des on�gurations primaires d'un onvertisseur (unidiretionnel ou bidiretionnel)

n'étant pas stable par permutation de ouleurs, il est néessaire d'avoir s > 0 sommets distingués

seondaires. Nous onstruisons un premier onvertisseur sombre bidiretionnel à s = 2 sommets

distingués seondaires b et g, ave pour palette de référene les deux témoins de la lasse sombre,

C(b) = blak et C(g) = gray :

Propriété 3.19 Le gadget planaire à palette de la Fig. 3.13, de sommets distingués x; b; x

0

; g dis-

posés anti-trigonométriquement dans et ordre, implémente non parimonieusement un onvertis-

seur sombre bidiretionnel pour les sommets distingués primaires x et x

0

dès que les sommets

distingués seondaires b et g sont resp. blak et gray.

Preuve Soit C un état loal du gadget tel que C(b) = blak et C(g) = gray . Il y a

trois as selon la ouleur de x :
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x

x’

g b

jj’

x

x’

g b

jj’

x

x’

g b

jj’

x

x’

g b

jj’

Fig. 3.13 � Un onvertisseur sombre bidiretionnel planaire mais non-parimonieux

1. Supposons que C(x) = white (premier as sur la Fig. 3.13). Alors à droite,

C(j) = gray à ause du 2-hemin (x; j; b), A gauhe, C(j

0

) = blak à ause du

2-hemin (x; j

0

; g). En�n, C(x

0

) = white, à ause du 2-hemin (j; x

0

; j

0

), et on a

bien C(x) = white

gb

� C(x

0

) = white ;

2. Supposons que C(x) = gray (deuxième as sur la Fig. 3.13). Alors à droite,

C(j) = white à ause du 2-hemin (x; j; b). A gauhe, C(j

0

) = blak ou white,

x et g étant tous deux gray . Dans le premier as, C(x

0

) = gray à ause du

2-hemin (j; x

0

; j

0

). Dans le deuxième as, C(x

0

) est libre d'être gray ou blak ,

mais on a toujours C(x) = gray

gb

� C(x

0

) 2 dark. La on�guration (gray ; gray)

admet deux états loaux.

3. Le troisième as C(x) = blak est le symétrique du préédent : C(j

0

) = white,

C(j) = gray ou white, et resp. C(x

0

) = blak ou gray . La on�guration (blak ; blak )

admet deux états loaux.

L'ensemble des on�gurations (C(x); C(x

0

)) est don bien (white;white), (gray ; blak ),

(blak ; gray), (blak ; blak ), et (gray ; gray), qui sont exatement les on�gurations

requises pour un onvertisseur sombre bidiretionnel. En revanhe, le gadget est

non-parimonieux : il admet sept états loaux pour inq on�gurations, les deux

on�gurations monohromes sombres ayant haune deux états loaux. �

x

x’

g b

jj’

un état local pour l’identité white

x

x’

g b

jj’

x

x’

g b

jj’

x’

un état local pour chacune des deux inversions sombres

x

x’

g b

jj’

x

x’

g b

jj’

deux états locaux pour chacune des deux identités sombres

Fig. 3.14 � La non-parimonie du onvertisseur est due aux identités sombres

Un onvertisseur bidiretionnel parimonieux non-planaire

L'étude de la Fig. 3.14 nous montre que le onvertisseur bidiretionnel sombre préédent se

omporte de façon parimonieuse dans un ertain nombre de on�gurations primaires : elle de
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l'identité blanhe ainsi que les deux inversions sombres. Seules les deux identités sombres posent

problème en laissant un degré de liberté à C(j) ou C(j

0

). A�n de rendre le gadget parimonieux,

il faut supprimer l'un des deux hoix sur C(j) pour l'identité noire et supprimer l'un des deux

hoix sur C(j

0

) pour l'identité grise.

L'idée est la suivante : réinjeter un exemplaire du gadget dans lui même ave pour som-

mets distingués primaires j et j

0

omme montré sur la Fig. 3.15. Cei a pour e�et d'imposer

l'équivalene C(j)

gb

� C(j

0

) et don d'éliminer les états loaux tel que C(j) 6

gb

� C(j

0

).

k’

k

k’

k

k’

k

b’

g’

b’

g’

b’

g’

x

x’

g b

jj’

identité white configurations dark−dark

x

x’

g b

jj’

x

x’

g b

jj’

Fig. 3.15 � Le onvertisseur devient parimonieux s'il est réinjeté dans lui même

Remarquons tout d'abord qu'auune des trois on�gurations primaires représentée par un

seul état loal n'est supprimée. En e�et :

1. Dans le as de l'identité blanhe, on a C(j) = blak et C(j

0

) = gray , et don C(j)

gb

� C(j

0

).

2. Dans le as des deux inversions sombres, on a C(j) = white et C(j

0

) = white et don

C(j)

gb

� C(j

0

) également.

En revanhe, exatement un des deux états loaux de haune des identités sombres est

supprimé :

1. Dans le as de l'identité grise, C(j) était toujours white et C(j

0

) pouvait être white ou

blak . Mais omme white

gb

� white et white 6

gb

� blak , le deuxième état loal disparaît au

pro�t du premier : C(j

0

) = white.

2. De même, dans le as de l'identité noire, C(j

0

) était toujours white et C(j) pouvait être

white ou gray . Mais omme white

gb

� white et white 6

gb

� gray , le deuxième état loal disparaît

au pro�t du premier : C(j) = white.

Cei donne un omportement parimonieux au onvertisseur de sommets distingués primaires

(x; x

0

), mais enore faut-il que le onvertisseur de sommets distingués primaires (j; j

0

) se omporte

lui-même parimonieusement. C'est le as, puisque de fait, les seules équivalenes C(j)

gb

� C(j

0

)

qui se produisent sont white

gb

� white (quatre fois) et gray

gb

� blak (une fois), or nous avons déjà

remarqué que l'identité blanhe et l'inversion sombre n'admettent haune qu'un seul état loal.

Par onséquent :

Propriété 3.20 Le gadget à palette de la Fig. 3.15 de sommets distingués x; x

0

; b; g; b

0

; g

0

im-

plémente parimonieusement un onvertisseur sombre bidiretionnel pour x et x

0

dès que

C(b) = C(b

0

) = blak et C(g) = C(g

0

) = gray.
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Un onvertisseur bidiretionnel parimonieux et planaire

Malgré l'absene de roisement d'arêtes, le gadget de la Fig. 3.15 n'est pas planaire, ar deux

de ses sommets distingués seondaires b

0

et g

0

ne se trouvent pas sur la fae externe. On a don

gagné la parimonie au prix de la planarité. On souhaite restaurer ette planarité en onservant

la parimonie.

Idéalement, il faudrait que b

0

aille rejoindre son frère jumeau b dans le seteur à droite de

(x; x

0

). Le sommet g

0

devrait faire de même ave g dans le seteur gauhe, e qui réduirait du

même oup le nombre de sommets distingués seondaires de quatre à deux. Mais pour e faire,

il faudrait franhir les arêtes (x

0

; j

0

) et (x; j). Cei néessite en première analyse la pose de deux

rossovers parimonieux sur es arêtes, e dont nous ne disposons pas puisque 'est exatement

e que nous nous employons à onstruire. Cependant, la totalité de la puissane d'un rossover

parimonieux n'est pas néessaire. En e�et, si le premier rossover roise les ouleurs de g et j

0

,

alors il ne roise que du gris ave du blan ou ave du noir. De même si le deuxième rossover roise

les ouleurs de b et j, alors il ne roise que du noir ave du blan ou ave du gris. Les rossovers

n'ont don besoin d'être parimonieux que pour les on�gurations biolores (les on�gurations

monohromes n'apparaissant jamais).

x x’

y’

y

y

y’

x x’

les six configurations

les six états locaux

Fig. 3.16 � Un rossover exlusif parimonieux

Nous avons déjà remarqué que le graphe-diamant de la Fig. 3.2 avait un omportement par-

imonieux sur les on�gurations biolores, et par onséquent, on peut l'utiliser ii malgré sa

non-parimonie sur les on�gurations monohromes. Cependant, un rossover exlusif parimo-

nieux su�t également et présente l'avantage d'être beauoup plus simple. En e�et, il est trivial

de voir que :

Propriété 3.21 Le graphe de la Fig. 3.16, noté , est une implémentation parimonieuse du

rossover exlusif .

Des propriétés 3.20 et 3.21 , il déoule immédiatement que :

Propriété 3.22 Le gadget à palette de la Fig. 3.17, noté , et de sommets distingués x; b; x

0

; g

disposés anti-trigonométriquement dans et ordre, implémente parimonieusement un onvertis-

seur sombre bidiretionnel pour x et x

0

dès que C(b) = blak et C(g) = gray.
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Fig. 3.17 � Un onvertisseur sombre bidiretionnel, planaire et parimonieux

Un onvertisseur unidiretionnel parimonieux et radiant

Le gadget de la Fig. 3.17 présente l'inonvénient de ne pas être radiant : Nous souhaiterions

obtenir un onvertisseur ayant une paire (b; g) dans haun des seteurs de part et d'autre de

(x; x

0

) de telle sorte que les ouleurs se propagent entre les deux paires. Traverser les arêtes (x

0

; j)

et (x; j

0

) en utilisant deux rossovers exlusifs omme nous l'avons fait pour traverser les arêtes

(x; j) et (x

0

; j

0

) n'est pas possible, ar des on�gurations monohrome grise et monohrome noire

se présenteraient pour es deux rossovers exlusifs. L'obtention de la radiane est don obtenue

non pas en modi�ant mais en disposant en série des exemplaires de , , et dans

et ordre, omme montré sur la Fig. 3.18. L'idée est de propager les ouleurs de b et g d'un

seteur à l'autre via les rossovers exlusifs . Les deux onvertisseurs sombres bidiretionnels

évitent que des on�gurations monohromes sombres se présentent aux rossovers exlusifs.

Propriété 3.23 Le gadget à palette de la Fig. 3.18, noté , et de sommets distingués x; b; g; x

0

; b; g

disposés anti-trigonométriquement dans et ordre, est radiant, et il onstitue une implémentation

parimonieuse du onvertisseur sombre unidiretionnel pour les sommets distingués primaires

x et x

0

dès lors qu'une paire de référene arbitraire (b; g) est oloriée (blak; gray).

Preuve Soit C une on�guration de . Tous les sommets nommés b ont la même

ouleur C(b) à ause de la haîne de rossovers exlusifs les reliant. De même, tous

les sommets nommés g ont la même ouleur C(g). De plus C(b) 6= C(g) ar b et g

partagent l'arête d'un rossover exlusif. Le gadget est don radiant. Supposons

maintenant que (C(b); C(g)) = (blak ; gray). Tous les onvertisseurs bidiretionnels

ont alors leurs sommets distingués seondaires (b; g) oloriés en (blak; gray), et

se omportent don omme des onvertisseurs sombres . Maintenant, du fait que

x et i partagent l'arête d'un rossover exlusif ave g, nous avons C(x) = C(i) 6= gray ,

e qui laisse deux as :

1. Soit C(x) = C(i) = white (premier as sur la Fig. 3.18). Alors C(j) = white ar

C(j)

gb

� C(i) par propriété du onvertisseur bidiretionnel sombre. En�n, pour

les même raisons, C(k) = white, et C(x

0

) = white ar C(x

0

)

gb

� C(k).

2. Soit C(x) = C(i) = blak (seond as sur la Fig. 3.18). Alors C(j) 2 dark

ar C(j)

gb

� C(i). Mais C(j) = C(k) 6= blak ar j et k partagent un rossover
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Fig. 3.18 � Un onvertisseur sombre unidiretionnel, radiant, et parimonieux

exlusif ave b et b

0

. Don C(j) = C(k) = gray . Puisque C(x

0

)

gb

� C(k) on a

�nalement C(x

0

) = blak ou gray .

Le gadget est parimonieux et ses trois on�gurations primaires (C(x); C(x

0

)) sont

(white;white), (blak ; blak ) et (blak ; gray) omme il est requis pour un onvertis-

seur unidiretionnel sombre. �

Remarque 3.24 Par simple permutation des ouleurs white et blak, il est immédiat de onsta-

ter que le onvertisseur , resp. , est une implémentation parimonieuse et radiante du

onvertisseur bidiretionnel lair , resp. unidiretionnel lair dès lors que C(g) = gray

et C(b) = white.

3.2.4 L'implémentation des gadgets radiants via les onvertisseurs

Nous avons maintenant tous les outils pour obtenir failement les implémentations parimo-

nieuses et radiantes du prisme, du rossover biolore, et du rossover non-restreint.

Propriété 3.25 Le gadget à palette montré sur la Fig. 3.19 et noté , à neuf sommets distin-

gués x, b, g, l

x

, b, g, h

x

, b, g disposés anti-trigonométriquement dans et ordre, est une implé-

mentation radiante et parimonieuse du prisme dès lors qu'une paire de référene arbitraire

(b; g) est oloriée (blak; gray)

Preuve Soit C une 3-oloration de . Par propriété du rossover exlusif et

par radiane des deux onvertisseurs unidiretionnels , tous les sommets g on la

même ouleur C(g), e.g., C(g) = gray . La radiane du onvertisseur unidiretionnel

de droite implique aussi que tous les sommets nommés w ont la même ouleur
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Fig. 3.19 � Un prisme radiant et parimonieux

C(w) 6= C(g), e.g. C(w) = white. Les deux sommets nommés b qui sont adjaents à

un sommet nommé w sont aussi adjaents à un sommet nommé g (par l'intermédiaire

d'un rossover exlusif pour l'un), et don es sommets b sont oloriés ave une troi-

sième ouleur C(b) distinte de C(w) et de C(g), qui est blak en suivant l'exemple.

Cette ouleur se propage à gauhe aux autres sommets nommés b par propriété du

rossover exlusif et par radiane du onvertisseur unidiretionnel de gauhe. Le

gadget est don radiant.

Supposons maintenant que C(g) = gray et C(b) = blak (et don C(w) = white).

Alors le onvertisseur unidiretionnel de gauhe, resp. de droite, a ses sommets dis-

tingués seondaires portant une palette de référene sombre, resp. laire. Il se om-

porte don omme un onvertisseur unidiretionnel sombre, resp. lair, et il suit que

C(l

x

) = low(C(x)), resp. C(h

x

) = high(C(x)) � voir Fig. 3.8. La parimonie de

déoule de la parimonie de et . �

Remarque 3.26 Les prismes étant destinés à aller deux par deux en se faisant fae dans les

Fig. 3.9 et 3.21, l'un des prismes d'une paire doit avoir ses sommets l

x

et h

x

inversés pour

l'ordre anti-trigonométrique. Il est trivial de modi�er la Fig. 3.19 pour obtenir l'ordre anti-

trigonométrique x, b, g, h

x

, b, g, l

x

, b, g (il su�t de plaer les sommets w sur le onvertisseur

gauhe). On notera et on appellera prisme miroir un tel prisme (le �té noir dans et

indique le �té du onvertisseur sombre, i.e., elui de h

x

).

Propriété 3.27 Le gadget à palette montré sur la Fig. 3.20 et noté , à douze sommets dis-

tingués x, b, g, y, b, g, x

0

, b, g, y

0

, b, g, disposés anti-trigonométriquement dans et ordre,

est radiant et implémente parimonieusement un rossover biolore dès lors qu'une paire de

référene arbitraire (b; g) est oloriée (blak; gray).

Preuve Soit C une 3-oloration du gadget . Par propriété du rossover exlusif

et par radiane du onvertisseur unidiretionnel, tous les sommets nommés g ont

la même ouleur C(g), e.g., C(g) = gray . De même, tous les sommets nommés b

situés au-dessus de la ligne (x; x

0

) ont même ouleur C(b), qui est de plus distinte

de C(g), e.g., C(b) = blak . Les sommets nommés w situés au-dessus de ette même

ligne portent toutes la troisième ouleur C(w), distinte de C(g) par radiane des

deux onvertisseurs de la lignes (x; x

0

), et distinte de C(b) à ause des deux arêtes
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Fig. 3.20 � Un rossover biolore radiant et parimonieux

(b; w). En suivant l'exemple, C(w) = white. La ouleur C(w) se propage aux autres

sommets nommés w situés en dessous de la ligne (x; x

0

) par radiane du onvertisseur

unidiretionnel. En�n, tous les sommets nommés b situés en dessous de la ligne

(x; x

0

) portent la même ouleur par propriété du rossover exlusif et par radiane

du onvertisseur unidiretionnel. Cette ouleur est distinte de C(w) à ause des

deux arêtes (b; w) et distinte de C(g) par propriété du rossover exlusif, et il s'agit

don blak . Le gadget est bien radiant.

Supposons maintenant que C(b) = blak et C(g) = gray . Alors C(w) = white

et les onvertisseurs unidiretionnels situés sur l'axe (x; x

0

), resp. sur l'axe (y; y

0

),

sont lairs, resp. sombres. Le gadget est don une implémentation du shéma de

onstrution présenté sur la Fig. 3.11 à la di�érene près que les arêtes (w; i) et

(w; i

0

) ont été rajoutées (a�n d'obtenir un shéma parimonieux).

Le rossover exlusif entral fore C(i) = C(i

0

) 6= C(j) = C(j

0

). Les deux onvertis-

seurs unidiretionnels sur l'axe (x; x

0

), resp. (y; y

0

), forent gray 6= C(x)

gb

� C(i) =

C(i

0

)

gb

� C(x

0

) 6= gray, resp., gray 6= C(y)

gb

� C(j) = C(j

0

)

gb

� C(y

0

) 6= gray, e qui

implique C(x) = C(x

0

) 6= gray , resp. C(y) = C(y

0

) 6= gray . De plus :

1. Le blan irule toujours inhangé le long de l'axe (y; y

0

), i.e. C(y) = C(y

0

) =

white =) C(j) = C(j

0

) = white, ar le blan est seul dans sa lasse pour

l'équivalene sombre.

2.1. Le blan est toujours onverti en gris le long de l'axe (x; x

0

), i.e. C(x) = C(x

0

) =

white =) C(i) = C(i

0

) = gray , ar C(i) = C(i

0

) 6= white à ause des arêtes

(w; i) et (w; i

0

).

2.2. Le noir irule toujours inhangé le long de l'axe (x; x

0

), i.e. C(x) = C(x

0

) =

blak =) C(i) = C(i

0

) = blak , ar le noir est seul dans sa lasse pour l'équi-

valene laire.
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Les ombinaisons (1+2.1) et (1+2.2) donnent lieu aux deux états loaux de la partie

supérieure de la Fig. 3.20 pour C(y) = white. Reste le as C(y) = blak :

3.1. Si de plus C(x) = white, alors on sait que C(i) = C(i

0

) = gray par l'étude de

as 2.1, et alors C(j) = C(j

0

) = blak par propriété du rossover exlusif.

3.2. Inversement, si C(x) = blak , alors on sait que C(i) = C(i

0

) = blak par l'étude

de as 2.2, et alors C(j) = C(j

0

) = gray par propriété du rossover exlusif.

Le gadget est don bien parimonieux, et on obtient bien les quatre on�gurations

requises pour un rossover biolore. �

Propriété 3.28 Le gadget à palette montré sur la Fig. 3.21 et noté , à douze sommets dis-

tingués x, b, g, y, b, g, x

0

, b, g, y

0

, b, g, disposés anti-trigonométriquement dans et ordre, est

une implémentation radiante et parimonieuse du rossover non-restreint , quelle que soit la

palette de référene portée par (b; g).
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Fig. 3.21 � Un rossover non-restreint radiant et parimonieux

Preuve Soit C une 3-oloration du gadget . Tous les sommets b, resp. g, portent

la même ouleur C(b), resp. C(g) telles que C(b) 6= C(g) par propriété du rossover

exlusif et par radiane des gadgets et . Le gadget est don radiant.

L'ensemble des on�gurations primaires d'un rossover non-restreint étant stable

par permutation de ouleurs, il su�t de prouver que est une implémentation

parimonieuse de pour une seule palette de référene : le hoix d'une autre palette

de référene donnera le même ensemble de on�gurations primaires.
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Supposons don que (C(b); C(g)) = (blak ; gray) : Les gadgets / et im-

plémentent alors parimonieusement , et , et par orretion et parimonie du

shéma de onstrution de la Fig. 3.9, implémente parimonieusement . �

3.2.5 La planarisation parimonieuse de 3-Col

Notre rossover parimonieux étant à palette et radiant, quelques modi�ations au shéma

de transformation de la Fig. 3.1 présentée en début de hapitre sont néessaires :

1. D'une part, tous les rossovers doivent partager la même palette de référene, sinon le

nombre de solutions serait multiplié par 6



, où  est le nombre de rossovers posés, qui est

lui-même �(jV j

2

). Il faut don exploiter la radiane de notre rossover pour propager la

palette de voisin à voisin en utilisant un dupliateur de palette que l'on note dans le

shéma de transformation modi�é de la Fig. 3.22.

2. D'autre part, la palette de référene doit être entièrement déterminée par la oloration

des sommets distingués primaires des rossovers, ar sinon le nombre de solutions serait

multiplié par 6, i.e., autant que de palettes de référene possibles. Pour ela, il su�t de

hoisir une arête (v

i

; v

j

) 2 E, dans notre exemple (v

4

; v

3

), et de fusionner le sommet

distingué primaire Sud du rossover X

jV j;j

ave le sommet distingué seondaire g de son

seteur Sud-Est, ainsi que le sommet distingué primaire Ouest du rossover X

i;1

ave le

sommet distingué seondaire b de son seteur Nord-Ouest.
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Fig. 3.22 � Transformation quadratique et parimonieuse de 3-Col à Plan-3-Col
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Le dupliateur de paires s'implémente très simplement omme une série de rossovers

exlusifs onnetés omme le montre la Fig. 3.23.
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Fig. 3.23 � Un dupliateur de paires

3.3 De la satisfaisabilité à la 3-olorabilité

Les onvertisseurs sombres obtenus dans la setion préédente étant des ponts entre le do-

maine trivalué fwhite; gray ; blakg et le domaine booléen fwhite ; darkg, ils onstituent un outil

pratique pour obtenir des rédutions linéaires parimonieuses de Sat à 3-Col et de Plan-Sat

à Plan-3-Col.

Dans ette setion, nous présentons tout d'abord deux rédutions de la littérature. Une rédu-

tion lassique de Sat à 3-Col, linéaire mais non-parimonieuse, ainsi qu'une rédution linéaire et

faiblement parimonieuse passant par les problèmes intermédiaires Nae-3-Sat (non-monotone)

et

1

3

-Sat et qui multiplie le nombre de solutions par un fateur exponentiel. Nous onstruisons

ensuite une rédution linéaire et parimonieuse qui exploite les onvertisseurs sombres en passant

par le problème intermédiaire

1

3

-Sat. Nous la ra�nerons ensuite pour qu'elle préserve le plan.

3.3.1 Rédutions non ou faiblement parimonieuses de Sat à 3-Col

La rédution non-parimonieuse de Kozen

Soit '(L; V ) une instane de Sat où L est une liste de lauses sur un ensemble de variables

V . La rédution que l'on trouve dans le livre de Kozen [60℄ onstruit un graphe G

0

(V

0

; E

0

) qui

est 3-oloriable ssi ' est satisfaisable.

1. On rée tout d'abord un triangle (W;G;B) dans G

0

, où l'on peut supposer sans perte de

généralité que W , G, et B sont resp. oloriés en white, gray et blak . On interprète le blan

et le noir omme représentant resp. les valeurs vraie et fausse, le gris ne représentant pas

de valeur de vérité.

2. Pour toute variable v 2 V , on rée un triangle (G; pos(v); neg(v)) où pos(v) et neg(v) sont

les sommets assoiés resp. aux littéraux v et v. Ainsi, les ouleurs de pos(x) et neg(x)

doivent représenter une valeur de vérité (elles ne peuvent être grises) et sont bien l'inverse

l'une de l'autre.

3. Pour toute lause  2 L de longueur k telle que  = v

1

_ � � � v

j

_ v

j+1

_ � � � _ v

k

, on rée

un gadget de lause tel que représenté sur la Fig. 3.24, où l

i

= pos(v

i

) pour i � j et

l

i

= neg(v

i

) sinon. Le sommet X à droite est B si k est impair, et W sinon.
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W

WB neg(x)pos(x)

G WW
a1 a2 a3

b2b1 b3

W

littéraux pour la variable xconstantes une clause de longueur 3

l3l2l1

X

G

Fig. 3.24 � Une rédution non-parimonieuse de Sat à 3-Col

L'idée est la suivante : Si tous les l

i

d'un gadget de lause sont oloriés en noir (i.e., la lause

assoiée n'est pas satisfaite) alors tous les sommets a

i

sont gris, à ause du 2-hemin (W;a

i

; l

i

).

Le sommet W à gauhe de b

1

fore les b

i

à alterner noir et blan, ave b

2i+1

en noir et b

2i

en

blan. La nature du sommet X (B ou W ) est déterminée selon la parité de la longueur de la

lause pour forer l'alternane inverse : Un �lash� de ouleur doit se produire.

Inversement, s'il existe un sommet l

j

olorié en blan dans tout gadget de lause (i.e., l

j

témoigne de la satisfation de la lause assoiée) alors on peut olorier a

j

en noir et b

j

en gris et

olorier le reste omme dérit auparavant. L'alternane de ouleurs sur les b

i

est alors noir/blan

pour les i pairs/impairs à gauhe de j et blan/noir pour les i pairs/impairs à droite de j : Le

sommet gris b

j

fait tampon entre l'alternane de gauhe et de droite et le graphe est entièrement

3-oloriable.

La soure de non-parimonie vient du fait que si une lause est satisfaite par plusieurs lit-

téraux, on peut par exemple hoisir le sommet b

j

témoignant de la satisfation de ette lause

dans le shéma de oloration préédent, mais d'autres shémas sont également possibles.

La rédution faiblement parimonieuse de Dewdney-Creignou-Hermann

La rédution de Creignou-Hermann est une transformation parimonieuse de

1

3

-Sat à Nae-

3-Sat (si on ne ompte que les solutions non-isomorphes pour Nae-3-Sat). La rédution de

Dewdney est une transformation faiblement parimonieuse de Nae-3-Sat (non-monotone) à

3-Col ave multipliation exponentielle du nombre de solutions.

La rédution de

1

3

-Sat à Nae-3-Sat. La rédution parimonieuse de

1

3

-Sat à Nae-3-Sat

remplae simplement toutes les

1

3

-lauses (x; y; z) par les quatre Nae-3-lauses (x; y; z), (x; y; T ),

(y; T; z), (T; y; z), où T est une unique nouvelle variable dans le nouveau système. Comme on ne

ompte que les solutions non-isomorphes par inversion booléenne, on peut supposer que T est

toujours mis à la valeur vraie. Maintenant mettre les trois variables à faux ontredit la Nae-3-

lause (x; y; z) (de même que les assigner toutes à vrai). En mettre au moins deux à vrai, e.g.,

x et y, ontredit la Nae-3-lause (x; y; T ). Il faut don en mettre exatement une à vrai et on

obtient les trois on�gurations de la Fig. 3.25.

Le rédution de Nae-3-Sat à 3-Col. La rédution faiblement parimonieuse de Nae-3-Sat

à 3-Col simule haque variable x du système par un triangle (neg(x); pos(x); G), où pos(x), resp.

neg(x), représente le littéral x, resp. x, et où G est un sommet ommun à tous les triangles. A

haque Nae-3-lause (l

x

; l

y

; l

z

) du système où l

x

, l

y

et l

z

sont des littéraux de variables respetives

x, y, et z, on assoie un triangle (o(x); o(y); o(z)) où o(x), o(y) et o(z) sont des
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états locaux laissant T à vrai

configurations laissant T à vrai

simulation de 1/3−clause

variable

NAE−3−clause

y

z

T

x y

z

T

x y

z

T

xy

z

T

x

yx z yx zyx z

Fig. 3.25 � Simulation d'une

1

3

-lause (x; y; z) par quatre Nae-3-lauses

nouveaux sommets assoiés aux ourrenes respetives des littéraux l

x

, l

y

et l

z

dans la Nae-

3-lause, et on onnete par arête tout sommet o(x) à pos(x), resp. neg(x), si l

x

est négatif,

resp. positif, omme indiqué sur la Fig. 3.26.

G

G

G G

G

G G

G

GG G

G

G

G

G

neg(x) pos(x)

pos(y)neg(z)

pos(z) neg(y)

neg(x) pos(x)

pos(y)neg(z)

pos(z) neg(y)

neg(x) pos(x)

pos(y)neg(z)

pos(z) neg(y)

neg(x) pos(x)

pos(y)neg(z)

pos(z) neg(y)

neg(x) pos(x)

pos(y)neg(z)

pos(z) neg(y)

x y z
neg
pos

x y z
neg
pos

occ(y)occ(z)occ(y)occ(z)

occ(x)

occ(y)occ(z)occ(y)occ(z)

occ(x)occ(x)occ(x)

occ(y)occ(z)

occ(x)

Fig. 3.26 � Simulation d'une Nae-3-lause (x; y; z) ave 3-Col

Le noir et le blan représentent resp. les valeurs booléennes fausse et vraie, le gris représen-

tant une valeur booléenne libre. Comme on ne ompte pas les 3-olorations isomorphes, on peut

supposer que pour toute oloration C, C(G) = gray et C(pos(t)) = white pour une variable t

arbitrairement hoisie : Colorier G en gris implique que C(pos(x)) représente une valeur boo-

léenne pour toute variable x et que C(neg(x)) représente la valeur opposée. Colorier de plus t

en blan implique que tous les assignements booléens simulés sont non-isomorphes par négation

booléenne. Maintenant tout triangle (o(x); o(y); o(z)) assoié à une Nae-3-lause (l

x

; l

y

; l

z

)

doit distribuer les trois ouleurs sur ses trois sommets, e.g., C(o(x)) = white, C(o(y)) =

gray , et C(o(z)) = blak , impliquant à leur tour C(pos(x)) = white, C(neg(x)) = blak et

C(pos(z)) = blak , C(neg(z)) = white si l

x

, l

y

, l

z

sont tous positifs. C(o(y)) = gray implique

que (C(pos(y)); C(neg(y)) est librement (blak ;white) ou (white ; blak ). Les deux littéraux l

x

et

l

z

portent don des valeurs booléennes di�érentes et l

y

reste libre dans l'assignement simulé et la

Nae-3-lause peut don être satisfaite de toute les manières possibles (i.e., par deux ourrenes

négatives et une positive ou vie-versa).

La non-parimonie de la rédution vient du fait que pour une 3-oloration donnée des sommets

de littéraux pos(x), pos(y) et pos(z) d'une même lause, il existe deux façons de olorier le triangle

de ette lause (o(x); o(y); o(z)), la seonde oloration étant obtenue à partir de la première

en permutant dans le triangle le gris et le noir si deux sommets de littéraux sont noirs, et en
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permutant dans e même triangle le gris et le blan si deux sommets de littéraux sont blans. Les

olorations de haque triangle pouvant varier indépendamment, haque solution d'un système de

m Nae-3-lauses est représentée par 2

m

olorations non-isomorphes.

3.3.2 La rédution parimonieuse de

1

3

-Sat à 3-Col

Dans notre rédution parimonieuse de

1

3

-Sat à 3-Col, nous allons interpréter le blan

omme la valeur booléenne vraie, et les deux ouleurs sombres omme la valeur booléenne fausse,

le noir en étant ependant la représentation anonique pour les sommets assoiés aux variables,

le gris n'étant utilisé que dans les gadgets simulant les

1

3

-lauses.

Ave ette onvention, un simple triangle (x; y; z) simule déjà une

1

3

-lause puisque les trois

ouleurs doivent être y distribuées, la blanhe y apparaissant exatement une fois. Cette si-

mulation est non-parimonieuse ar les deux ouleurs sombres peuvent permuter et toujours

représenter le même assignement, mais ela est trivialement orrigé en onnetant x à un som-

met gris et y à un sommet noir, de sorte que les trois on�gurations possibles pour le triangle

(x; y; z) sont (white ; gray ; blak ), (blak ;white ; gray) et (blak ; gray ;white), le blan pouvant se

plaer sur haun des trois sommets.

Les représentations anoniques des valeurs booléennes sont naturellement obtenues en onne-

tant un onvertisseur unidiretionnel sombre aux seuls sommets pouvant être éventuellement gris,

'est-à-dire y et z. On obtient :

Propriété 3.29 Le gadget à palette de la Fig.3.27, noté , qui a 3+ 2� 3 sommets distingués

x, b, g, y, b, g, z, b, g, disposés anti-trigonométriquement dans et ordre, est radiant et simule

parimonieusement une

1

3

-lause (x; y; z), i.e., n'admet que les trois on�gurations primaires

(white; blak; blak), (blak;white; blak), (blak; blak;white), dès lors qu'une paire de référene

arbitraire (b; g) est oloriée (blak; gray).

b

g

b g

y’

x

z g b y

z’

g

b

b

g

b g

y’

x

z g b y

z’

g

b

b

g

b g

y’

x

z g b y

z’

g

b

b

g

b g

y’

x

z y

z’

g

b

g b

x

b

g

g b

g
b

z y

x

b

g

g b

g
b

z y

x

b

g

g b

g
b

z y

x

b

g

g b

g
b

z y

Fig. 3.27 � Un simulateur parimonieux et radiant de la

1

3

-lause (x; y; z)

Comme toujours, la radiane du gadget est une onséquene de la propriété du rossover

exlusif et de la radiane des onvertisseurs unidiretionnels. La rédution parimonieuse de

1

3

-

Sat à 3-Col onsiste simplement à assoier un sommet v

x

à haque variable x de l'instane

1

3

-Sat ' et à assoier un simulateur de lause (v

x

; v

y

; v

z

) à haque

1

3

-lause de '. Si l'instane

n'est pas planaire ou si l'on ne souhaite pas préserver sa planarité, il su�t ensuite de fusionner

en un seul sommet tous les sommet g � resp. tous les sommets b � des paires de référene.

Si l'instane est planaire, i.e., si le graphe biparti G

'

assoié à ' est planaire et que l'on

souhaite préserver ette planarité, i.e., réduire Plan-

1

3

-Sat à Plan-3-Col, alors, en supposant
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... ...

... ...

y

w

zx

u

x z

y

u w

vv

simulation parcimonieuse préservant la planarité
trois 1/3−clauses C1, C2, C3

C1= (u,y,x)  C2=(w,z,y) C3= (v,w,u)

......

C1

C3

C2

Fig. 3.28 � La rédution parimonieuse de Plan-

1

3

-Sat à Plan-3-Col

G

'

onnexe, il su�t de plaer les simulateurs de lauses en respetant l'ordre anti-trigonométrique

des sommets de variables autour des sommets de lauses pour le plongement planaire hoisi pour

G

'

, et onneter toutes les paires de référene situées dans une même fae à un dupliateur de

palette, omme montré sur la Fig. 3.28. La orretion et la parimonie déoulent de la propriété

des simulateurs de

1

3

-lauses et de leur radiane.

3.4 Conlusion

Dans e hapitre, nous avons exhibé les rédutions :

�

1

3

-Sat� 3-Col, linéaire et parimonieuse,

� Plan-

1

3

-Sat� Plan-3-Col, linéaire et parimonieuse,

� 3-Col� Plan-3-Col, quadratique et parimonieuse.

Nous ne nous sommes jamais préoupé d'optimiser le degré maximal des graphes obtenus par

nos rédutions. Notons que toute rédution non-parimonieuse, resp. faiblement parimonieuse,

vers 3-Col ou Plan-3-Col peut toujours se réérire en une rédution non-parimonieuse, resp.

faiblement parimonieuse, telle que les graphes obtenus soient de degré maximal 4. En e�et, il

est faile d'exploser un sommet de degré d > 4 en d opies de degré au plus 4.

Un gadget évident pour réaliser ette dupliation est elui de la Fig. 3.29. On voit aisément

que les trois triangles (x

i

; y; z), 1 � i � 3, forent les ouleurs C(x

i

) à être identiques. Le gadget

est ependant soure de parimonie faible ar les ouleurs C(y) et C(z) peuvent permuter pour

une même on�guration monohrome (f. Fig. 3.29 en haut à droite), réant ainsi deux états

loaux par on�guration. Notons que y et z sont de degré 4, et que les x

i

sont de degré 2, de

telle sorte que l'on peut monter en série plusieurs instanes du gadget, omme illustré sur la

Fig. 3.29 en bas à droite, sans jamais avoir un sommet de degré > 4 : ii, un sommet est explosé

en sept opies x

1

; � � � ; x

7

, toutes de degré 2, grâe à inq gadgets de opie et quatre sommets

intermédiaires a; b; ; d qui tous de degré 2 + 2 = 4.

Le gadget n'est pas planaire en l'état, mais peut le devenir (voir Fig. 3.30) en plongeant x

3

à l'intérieur de la fae (y; z; x

2

) et en en faisant une opie x

0

3

par la pose d'un rossover exlusif

sur l'arête (z; x

2

). Cei a la fâheuse onséquene de faire passer le degré de z à 5, et le degré

de x

0

3

à 3, mais omme l'une des arêtes extérieures du rossover exlusif est inutile (hormis

pour l'esthétique), les degrés de z et x

0

3

redesendent resp. à 4 et 2 lorsqu'on la supprime. Le
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x1 x2

x3

y

z

x2

x3

x1 x1 x1

x2

x3

yy

z z

x2

x3

= = = = = =x1

x2 x3 x4 x5 x6

x7

duplicateur duplicateurs montés en série

il y a deux états locaux par configuration monochrome

c da b

Fig. 3.29 � Comment obtenir des sommets de degré maximal 4

rossover exlusif étant parimonieux, le nombre d'état loaux par on�guration monohrome

du gadget planaire résultant est toujours de 2.

y

x1

z
x3’

x2

c

x3 z’

y

z

x2
x3

plongement de x3 dans le face (x2,y,z)

y

x1

z

z’x3

c
x3’

x2

y

z

x1

x2

x3

gadget non planaire de degré 4

pose du crossover exclusif

x1

par configuration monochrome
deux états locaux

x1 z x3’

x3y z’

x2

x1 z x3’

x3y z’

x2

sans (z,x3’), le gadget est planaire de degré 4

c

c

Fig. 3.30 � Planarisation du gadget de opie en préservant le degré

Notons que l'on ne peut desendre le degré maximal en dessous de 4. En e�et, le théorème

de Brooks a�rme que :

Théorème 3.30 (Brooks) Tout graphe onnexe G de degré maximal k � 3 est k-oloriable ssi

G n'est pas la (k + 1)-lique K

k+1

. De plus, si G est k-oloriable, un k-oloriage est alulable

en temps linéaire.

Par onséquent, sous l'hypothèse P 6= NP, il n'existe pas de rédution polynomiale d'un

problème NP-omplet à la 3-olorabilité des graphes de degré maximal 3, et par onséquent un

degré 4 est optimal. Nos rédutions parimonieuses produisent des graphes de degré largement

supérieur à 4, et l'on peut se demander quel est l'entier minimal k tel que Sat se réduise pari-

monieusement à 3-Col sur les graphes de degré maximal k. Nous laissons ette question ouverte,
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de même que la question analogue pour les versions planaires de es deux problèmes. Nous ter-

minons e hapitre par la preuve du Théorème de Brooks. Elle est issue de l'appliation �ne de

l'algorithme de oloriage �naïf� suivant :

Algorithme 3.31 (oloriage naïf)

� Entrée : Un graphe G(V;E) de degré maximal k et un ordre arbitraire v

1

; � � � ; v

n

de V .

� Sortie : Un (k + 1)-oloriage de V .

� Méthode : Colorier les v

i

dans l'ordre, en hoisissant pour v

i

une ouleur arbitraire parmi

les ouleurs di�érentes de elles des voisins v

j

de v

i

, j < i.

L'algorithme peut toujours k + 1-olorier G.

Preuve A toute étape i, une ouleur pour v

i

est trivialement toujours disponible

puisque nous disposons d'une palette de (k+1) ouleurs et que v

i

a au plus k voisins.

�

L'idée est de montrer que et algorithme naïf est plus performant (i.e., qu'il n'utilisera que k

ouleurs) pour un ordre bien hoisi sur les sommets et si le graphe véri�e une bonne propriété,

omme 'est presque toujours le as : Intuitivement, si l'on ouvre un graphe de degré k par

un arbre (de raine r) et que l'on hoisit de olorier les sommets selon un ordre �bottom-up� le

long de et arbre, alors il n'y aura jamais de on�it lors du oloriage d'une feuille ou d'un noeud

interne. Le seul on�it possible se situe don à la raine r, et il peut être évité si deux sommets

x et y adjaents de r ont été oloriés identiquement. Il faut don s'assurer de l'existene d'un tel

bon triplet (x; y; r) :

Dé�nition 3.32 (Bon triplet) Dans un graphe onnexe G(V;E), un bon triplet (x; r; y) est

un triplet de trois sommets x; y; r 2 V tels que :

� (r; x) 2 E et (r; y) 2 E, et

� (x; y) 62 E, et

� G n fx; yg reste onnexe.

un graphe G de degré maximal 5

y

r

x

niveau 1

niveau 2

niveau 3

niveau 4

niveau 5

niveau 6

un bon triplet (x,r,y) dans G et un BFS dans G \ { x, y }

Fig. 3.31 � Exploitation d'un bon triplet dans un graphe

Lemme 3.33 Soit G(V;E) un graphe onnexe de degré maximal k � 3 possédant un bon triplet

(x; r; y), et muni d'un arbre ouvrant T de raine r dans le sous-graphe Gnfx; yg. Soit v

1

; � � � ; v

n

un ordre sur V tel que :
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� v

1

= x, v

2

= y, v

n

= r, et

� v

3

; � � � ; v

n

est un ordre post�xe sur T .

alors, l'algorithme naïf 3.31 peut toujours k-olorier G pour et ordre.

Preuve Véri�ons que e oloriage �bottom-up� le long de T peut toujours utiliser

k ouleurs seulement :

� A l'étape i = 2, l'algorithme peut olorier v

2

= y ave la même ouleur que v

1

= x

puisque (x; y) 62 E.

� Ensuite, pour toute étape 2 < i < n, au moins un sommet voisin de v

i

, son père

dans T , n'est pas enore olorié. Il y a don au plus k�1 voisins de v

i

déjà oloriés

et l'algorithme peut don olorier v

i

en s'interdisant la (k + 1)

eme

ouleur.

� En�n, à l'étape i = n (i.e., v

i

= r), il reste à olorier r qui a au plus k voisins dont

x et y. Comme x et y sont oloriés ave la même ouleur, les voisins de r n'utilisent

au maximum que k� 1 ouleurs, et l'algorithme peut olorier r en s'interdisant la

(k + 1)

eme

ouleur.

�

Les trois lemmes suivants montrent qu'on peut toujours trouver un bon triplet dans un graphe

G onnexe non-omplet de degré k (ou dans un petit surgraphe), et ainsi k-olorier G.

Lemme 3.34 Tout graphe G(V;E), trionnexe mais non-omplet, admet un bon triplet (x; r; y).

x r y x yr
s t

v1 v3 vnv2
ts

v1 v3=vnv2

Fig. 3.32 � Trouver un bon triplet (v

1

; v

2

; v

3

) dans un graphe trionnexe non-omplet

Preuve Voir Fig. 3.32 pour l'intuition : G n'est pas omplet don il existe deux som-

mets s; t 2 V tels que (s; t) 62 E. Soit P le plus ourt (s; t)-hemin s = v

1

; v

2

; v

3

; � � � ; v

n

=

t. Notons que n � 3, et que de plus (v

1

; v

3

) 62 E ar sinon P n'est pas un plus ourt

(s; t)-hemin. Par onséquent, on peut hoisir (v

1

; v

2

; v

3

) omme bon triplet : Comme

G est trionnexe, le sous-graphe G n fx; yg reste bien onnexe. �

Lemme 3.35 Tout graphe G(V;E) de degré k � 3, bionnexe mais non-trionnexe, possède un

bon triplet (x; r; y) ou en possède un après l'ajout d'une arête e 62 E ne hangeant pas le degré

maximal de G.

Preuve Voir Fig. 3.33 pour l'intuition :

� Comme G n'est pas trionnexe, il existe deux sommets s; t 2 V tels que le sous-

graphe G n fs; tg n'est pas onnexe. Tous deux sont de degré au moins 2, et on

peut toujours supposer que l'un d'eux, disons s, a un degré � 3 : En e�et, si s et

t sont tous deux de degré 2, on peut augmenter E par l'arête e = (s; t) 62 E sans

augmenter le degré k � 3 de G ar s et t sont alors de degré 3.
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a3

a1
a2

a7

a4 a5

b9
a9

a8
b1

b2
B1

B3

B2

B9

b6
a6

B7

b8
B8

B4

B6

B5

G

Bi
bi

ai

dans G \ { s }
bloc (composante biconnexe)

sur le chemin de Bi à t
point d’articulation de Bi

sommet adjacent à s

composante connexe
dans G \ { s, t }

t

ssi Bi est un bloc terminal

Fig. 3.33 � Trouver un bon triplet (b

i

; s; b

j

) dans un graphe bionnexe non-trionnexe

� Comme G est bionnexe, G n fsg est onnexe mais non-bionnexe, ar t en est

un point d'artiulation. Notons T l'arbre des blos (omposantes bionnexes)

B

1

; � � � ; B

n

de G n fsg et a

i

le point d'artiulation de B

i

se trouvant sur l'unique

hemin reliant B

i

à t dans T :

� Il doit exister une arête (s; b

i

) telle que b

i

2 B

i

pour tout blo terminal B

i

(feuille de

l'arbre T ) et telle que b

i

n'est pas un point d'artiulation de Gnfsg. En e�et, si un

blo terminal B

i

n'avait pas une telle arête, le point d'artiulation a

i

dans G n fsg

serait aussi un point d'artiulation dans G, qui est bionnexe, une ontradition.

Soient deux sommets b

i

et b

j

dans deux blos terminaux distints tel que (s; b

i

) 2 E

et (s; b

j

) 2 E. (b

i

; s; b

j

) est un bon triplet. En e�et, les blos étant distints, on a

bien (b

i

; b

j

) 62 E. De plus G n fb

i

; b

j

g reste onnexe ar :

� G n fb

i

; s; b

j

g est onnexe. En e�et : G n fsg est onnexe, et b

i

et b

j

appartiennent

à deux blos terminaux distints et ne sont pas des points d'artiulation dans

G n fsg, don leur suppression ne déonnete pas G n fb

i

; s; b

j

g.

� s étant de degré � 3, s est néessairement onneté à G n fb

i

; s; b

j

g par au moins

une troisième arête distinte de (s; b

i

) et de (s; b

j

).

�

Lemme 3.36 Soit k � 3. Tout graphe G(V;E) onnexe mais non-bionnexe est k-oloriable ssi

haune de ses omposantes bionnexes (ou blos) est k-oloriable.

Preuve L'impliation (=)) est triviale. Montrons l'impliation ((=) : Soit G

un graphe non-bionnexe dont les blos B

1

; � � �B

n

ont les k-oloriages respetifs

C

1

; � � � ; C

k

. Soit T l'arbre des blos de G : deux blos voisins dans T ont toujours

exatement un point d'artiulation en ommun. Soit r une raine hoisie arbitrai-

rement dans T . On k-olorie G en onservant C

1

pour le blo r et en oloriant le

reste de façon �top-down� par un parours de T en largeur : Lors de la visite d'un

blo B

i

de père B

j

, l'unique on�it potentiel entre C

i

et C

j

apparaît en leur point

d'artiulation ommun a. Si C

i

(a) 6= C

j

(a), permuter les ouleurs de C

j

de telle

façon que C

i

(a) = C

j

(a). Les seuls nouveaux on�its potentiels apparaissent ave les

�ls de B

i

qui seront visités plus tard lors du parours en largeur. �

Des trois lemmes préédents déoule le théorème de Brooks :
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Preuve du Théorème 3.30 (Brooks) Si G est la (k+1)-lique, G est trivialement

non-k-oloriable. Pour la réiproque : Soit G 6= K

k+1

un graphe onnexe de degré

k � 3. Pour toute omposante bionnexe G

0

de G :

� Si G

0

est omplet alors, omme G 6= K

k+1

, G

0

= K

k

0

, pour k

0

< k, et don G est

k-oloriable par l'algorithme naïf 3.31 pour un ordre quelonque sur V .

� Si G

0

est trionnexe mais non-omplet, alors le Lemme 3.34 s'applique à G

0

, et par

le lemme 3.33, on peut don k-olorier G

0

.

� SiG

0

n'est pas trionnexe, alors le Lemme 3.35 s'applique àG

0

, et par le lemme 3.33,

on peut don k-olorier G

0

.

Par le Lemme 3.36, on obtient un k-oloriage de G à partir des k-oloriages de tous

ses blos G

0

. �
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4.1 Introdution

Ce hapitre réunit les rédutions obtenues lors de ette thèse pour lesquelles le aratère

linéaire nous a paru di�ile à obtenir. Ce sont les deux rédutions qui établissent l'équivalene

linéaire et parimonieuse de l'Hamiltoniité et de la Satisfaisabilité dans le plan. Nous y ajou-

tons également deux rédutions failes établissant l'équivalene linéaire (et parimonieuse) de

Vertex-Cover et Sat.

La di�ulté de réduire linéairement Hamilton à Sat vient du fait que le problème Ha-

milton fait intervenir dans son énoné une ontrainte de onnexité globale sur la solution. En

e�et, on peut aratériser une solution, 'est-à-dire un yle Hamiltonien omme suit : Premiè-

rement, haque sommet du graphe doit avoir exatement deux arêtes dans l'ensemble solution,

et deuxièmement, l'ensemble des arêtes de ette solution doit former un ensemble onnexe. La

première ontrainte est loale à haque sommet, alors que la deuxième est globale sur la totalité

du graphe. Ce dernier aspet est évidemment absent dans le problème Sat : Dans une solution

vue omme un oloriage du graphe biparti assoié à la formule, tout sommet de lause doit avoir

au moins un sommet de variable à vrai et adjaent par arête étiquetée positivement, ou au moins

un sommet de variable à faux et adjaent par arête étiquetée négativement.

Cette ontrainte de onnexité sur la solution pour Hamilton et absente dans Sat nous

empêhe de trouver une rédution linéaire de Hamilton à Sat dans le as général pare que

ela revient à deviner un ordre ylique sur les n sommets. Pour ela, on ne sait pas faire mieux

que deviner O(log n) variables booléennes par sommet qui odent en binaire le rang du sommet

dans l'ordre deviné, �xer le rang d'un sommet arbitraire à 0 et � s'il l'on hoisit le problème

du iruit Hamiltonien dans un graphe orienté � oder pour tout sommet que elui-i possède

exatement un ar rentrant et un ar sortant partiipant à la solution, et en�n oder que haun

des m ars doit forer le rang de son sommet d'arrivée à suivre immédiatement le rang de son

sommet de départ si et ar partiipe à la solution. Une telle rédution est parimonieuse, mais

est de omplexité O((n+m) log n).

Nous pensons qu'auune rédution linéaire n'existe de Hamilton à Sat. Cependant, nous ne

pouvons pas raisonnablement espérer le prouver, ar sinon, on aurait immédiatement Hamilton

=2 DLIN (tous les problèmes de DLIN étant trivialement DLIN-rédutibles à Sat), et on aurait

don une borne basse non-linéaire prouvée pour Hamilton.

Nous montrerons à l'inverse que Hamilton se réduit bien à Sat linéairement et parimonieu-

sement dans le as très partiulier des instanes planaires. Nous hoisirons pour ela la variante

du yle Hamiltonien dans les graphes non-orientés : Plan-UHam-Cyle.

Proposition 4.1 Plan-UHam-Cyle est parimonieusement rédutible à Plan-Sat en temps

linéaire.

Ce résultat est surprenant, et montre que le problème Hamilton, n'est plus, malgré son

apparene, un problème de onnexité dans le plan, et peut être ramené à un simple problème

de oloriage ave ontraintes loales. A e titre, les mêmes stratégies de diviser-pour-régner uti-

lisées pour Sat peuvent s'appliquer pour résoudre Plan-Hamilton en temps sous-exponentiel

2

O(

p

n)

. Ii urieusement, 'est le plan qui nous aide à onstruire notre rédution linéaire alors

que d'habitude, il onstitue un obstale à la linéarité. Nous ne sommes d'ailleurs pas apable de

généraliser notre résultat à d'autres surfaes, omme le tore.

En revanhe, dans la rédution réiproque, le plan joue à nouveau son r�le de trouble-fête, et

nous aurons besoin de rossovers pour Plan-Hamilton, omme on l'a déjà vu pour 3-Col dans

le hapitre préédent, et pour

1

3

-Sat dans les préliminaires. Un rossover existe déja pour Plan-

Hamilton dans la littérature, mais, omme il sera exposé dans e hapitre, son utilisation donne
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lieu à une rédution quadratique de Plan-Sat à Plan-Hamilton. Nous aurons don besoin

d'un autre type de rossover, dont nous spéi�erons les propriétés et que nous onstruirons, pour

�nalement établir que :

Proposition 4.2 Plan-Sat est parimonieusement rédutible à Plan-UHam-Cyle en temps

linéaire.

Il est remarquable que dans haune de nos deux rédutions, le graphe dual de l'instane de

départ sera exploité : Pour la rédution de Plan-UHam-Cyle à Plan-Sat, 'est la façon dont

le omplémentaire du dual du yle Hamiltonnien se struture qui sera la lé de la rédution, et

pour la rédution de Plan-Sat à Plan-UHam-Cyle, 'est un arbre ouvrant dans le graphe

dual du graphe de la formule qui formera la olonne vertébrale du yle Hamiltonien que l'on

onstruira. Ces deux rédutions nous permettent d'obtenir le résultat suivant dans le plan, qui

ontraste ave le as général :

Corollaire 4.3 Plan-UHam-Cyle et Plan-Sat sont équivalents sous rédutions parimo-

nieuses et linéaires.

On peut se demander si ette équivalene tient au fait qu'on a hoisi omme variante du

Problème Hamilton elle du yle Hamiltonien dans un graphe non-orienté, plut�t qu'une autre

omme, par exemple, elle du problème du hemin Hamiltonien à extrémités non-�xées dans un

graphe orienté. Il n'en est rien : Dans le hapitre suivant, nous établirons qu'un grand nombre

de variantes du problème Hamilton sont linéairement et parimonieusement équivalentes dans

le plan, et don également équivalentes à Plan-Sat. S'il est très faile d'établir les équivalenes

linéaires des di�érentes variantes de Hamilton dans le as non-planaire, nous verrons dans le

prohain hapitre qu'il est plus pénible d'établir es équivalenes dans le plan. Le présent hapitre

aura ependant fourni tous les gadgets de base néessaires aux rédutions sous-jaentes.

Ce hapitre se terminera sur les deux rédutions simples établissant que :

Proposition 4.4 Sat et Vertex-Cover sont linéairement et parimonieusement équivalents.

Cei ontredit l'intuition développée dans [19℄ selon laquelle ni Vertex-Cover (ni auun

problème ombinant des ontraintes loales ave une ontrainte globale de ardinalité) n'est ré-

dutible linéairement à Sat. En fait, le simple additionneur de taille linéaire que nous onstrui-

rons montre que tous es problèmes, tels Dominating-Set ou Max-Sat sont linéairement et

parimonieusment rédutibles à Sat. L'intuition semble ependant vraie dans le plan : il semble

di�ile de réduire Plan-Vertex-Cover à Plan-Sat, bien que es deux problèmes aient des

algorithmes analogues et sous-exponentiels en 2

O(

p

n)

, par appliation du théorème des sépa-

rateurs planaires de Lipton et Tarjan [65, 60℄. La rédution réiproque utilise

1

3

-Sat omme

problème intermédiaire. Cette rédution linéaire et parimonieuse de

1

3

-Sat à Vertex-Cover

est également planaire, et montre que :

Proposition 4.5 Plan-Sat se réduit linéairement et parimonieusment à Plan-Vertex-Cover.

Ce résultat améliore la preuve de #P-omplétude de Hunt et al., obtenue par une rédu-

tion analogue mais faiblement parimonieuse, ave multipliation du nombre de solution par un

fateur exponentiel, et prouve également que :

Corollaire 4.6 Unique-Plan-Vertex-Cover est DP-omplet sous rédutions polynomiales

aléatoires.
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4.2 De la satisfaisabilité planaire à l'Hamiltoniité planaire

Une rédution lassique de la satisfaisabilité à l'Hamiltoniité est elle présentée par Johnson

et Papadimitriou dans [58℄. Le problème intermédiaire est

1

n

-Sat, une extension de

1

3

-Sat où

les lauses

1

N

(x

1

; � � � ; x

N

) peuvent être de longueur N quelonque et forent exatement une des

variables x

1

; � � � ; x

n

à être vraie. La variante hoisie pour l'Hamiltoniité est UHam-Cyle (i.e.,

l'existene d'un yle Hamiltonien dans un graphe non-orienté).

Cette rédution est linéaire et parimonieuse, mais elle ne préserve pas la planarité : les gad-

gets de variables étant toujours alignés en série et faisant fae aux gadgets de lauses également

alignés en série, les gadgets reliant les gadgets de variables à leurs ourrenes dans les gadgets

de lauses peuvent se roiser. Ces roisements peuvent être éliminés par la pose de rossovers

(parimonieux) pour obtenir une instane de Plan-UHam-Cyle, mais un nombre quadratique

de es objets peut être néessaire même si l'instane initiale était planaire.

Dans ette setion, nous présentons d'abord ette rédution parimonieuse et quadratique

de Plan-

1

n

-Sat à Plan-UHam-Cyle, dont nous onservons ou modi�ons ertains outils, puis

nous réduisons linéairement et parimonieusement Plan-Sat à Plan-UHam-Cyle, sans pro-

blème intermédiaire.

4.2.1 La rédution quadratique de Plan-

1

n

-Sat à Plan-UHam-Cyle

Intéressons-nous spéi�quement à la simulation des

1

3

-lauses, puisque le problème partiulier

1

3

-Sat est équivalent à Sat linéairement et parimonieusement, y ompris pour leurs versions

planaires.

Dans ette transformation, haque

1

3

-lause (o

a

; o

b

; o



) est assoiée à un gadget planaire

la simulant, et présenté en haut de la Fig. 4.1. Ce gadget planaire a deux arêtes pendantes en

x

1

et t

1

et trois arêtes distinguées a = (x

1

; y

1

), b = (y

1

; z

1

), et  = (z

1

; t

1

), assoiées resp. aux

ourrenes o

a

, o

b

et o



. Lorsqu'on donnera la valeur vraie, resp. fausse, à une ourrene

o

u

(u 2 fa; b; g) l'arête distinguée u assoiée à o

u

sera maigre, resp. grasse :

Propriété 4.7 Le gadget de la Fig. 4.1 admet trois états loaux, haun de es états étant

onstitué d'un hemin reliant les deux arêtes pendantes et évitant exatement l'une des trois

arêtes a, b et  (et ainsi rendant vraie exatement l'une des ourrenes o

a

, o

b

, o



).

x y z

s

t

x1

x2

y1

y2 z2

z1 t1

t2

s

cba a b c a b c

a b a b

1/3−clause (a, b, c)

1/2−clause (a, b)

a=1, b= 0, c= 0 a= 0, b= 0, c= 1a= 0, b= 1, c= 0

a= 1, b= 0 a= 0, b= 1

Fig. 4.1 � Les simulateurs de

1

3

-lause et de

1

2

-lause
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Preuve Pour tout état loal C, les deux seules arêtes pendantes sont néessairement

grasses, de même que les arêtes (x

2

; s) et (s; t

2

) ar s est de degré deux. Il y a trois

as :

1. Supposons que l'arête (x

1

; x

2

) est grasse (as en haut à gauhe de la Fig. 4.1).

Alors (x

1

; y

1

) et (x

2

; y

2

) sont maigres, impliquant que le 3-hemin (z

1

; y

1

; y

2

; z

2

)

est gras. L'arête (z

1

; z

2

) est ensuite maigre ar sinon elle fermerait un 4-yle

gras ave le 3-hemin préédent, impliquant que (z

1

; t

1

) (z

2

; t

2

) sont gras et

(t

1

; t

2

) est maigre. L'arête a est la seule à être maigre parmi a, b et .

2. Supposons que l'arête (t

1

; t

2

) est grasse (as en haut à droite de la Fig. 4.1).

Alors on obtient le as symétrique du premier as et l'arête  est la seule à être

maigre parmi a, b et .

3. Supposons que les deux arêtes (x

1

; x

2

) et (t

1

; t

2

) sont maigres (as en haut au

entre de la Fig. 4.1). Alors les arêtes (x

1

; y

1

) et (z

1

; t

1

) sont néessairement

grasses. L'arête (y

1

; z

1

) ne peut être grasse ar sinon le hemin (a; b; ) traverse

le gadget sans avoir visité tous les sommets. Don (y

1

; z

1

) est maigre et (y

1

; y

2

)

et (z

1

; z

2

) sont grasses. A son tour, l'arête (y

2

; z

2

) ne peut être grasse ar le

hemin formé traverserait le gadget sans visiter tous les sommets. Don (y

2

; z

2

)

est maigre et (x

2

; y

2

) et (z

2

; t

2

) sont grasses. L'arête b est la seule à être maigre

parmi a, b et .

Les trois états loaux sont don bien onstitués d'un unique hemin reliant les deux

arêtes pendantes, et évitant haune une arête di�érente parmi a, b et . �

On voit aisément que le gadget est généralisable pour les

1

n

-lauses de longueur quelonque.

Bien que ela ne soit pas néessaire, les auteurs font un as partiulier (voir bas de la Fig. 4.1)

de la simulation des

1

2

-lauses (o

a

; o

b

). Ces gadgets ont deux arêtes pendantes et deux arêtes

distinguées a et b, resp. assoiées à v

a

et v

b

. Nous laissons au leteur le soin de véri�er que e

gadget a deux états loaux, autorisant exatement l'une des arêtes a ou b à être maigre.

Le gadget simulant une variable v

a

du système est réduit à sa plus simple expression : deux

sommets x et y ayant haun une arête pendante, et deux arêtes de mêmes extrémités a = (x; y)

et a = (x; y). Seule l'arête a est distinguée. Il y a trivialement deux états loaux dans un tel

gadget, ou bien a est maigre et a est grasse, ou bien l'inverse. La onvention pour la représentation

des valeurs booléennes est identique à elle du gadget de

1

n

-lause : a est maigre, resp. grasse, si

v

a

est mise à vrai, resp. faux.

Pour mettre en aord la valeur d'une ourrene o

a

d'une

1

n

-lause, ave la valeur de sa

variable v

a

, il faut forer l'arête distinguée a du gadget de variable assoié à v

a

à être grasse ssi

l'arête distinguée a assoiée à o

a

dans le gadget de lause est maigre. Le gadget de la Fig. 4.2

permet d'établir ette �relation XOR� entre deux arêtes :

Propriété 4.8 (éhelle XOR) Le gadget planaire de la Fig. 4.2, appelé éhelle XOR, à quatre

arêtes pendantes en x

1

, x

3

, t

1

et t

3

admet exatement deux états loaux symétriques, haun

onstitué d'un hemin reliant l'arête pendante en x

i

et l'arête pendante en t

i

, pour i = 1 ou 3, et

laissant les deux autres arêtes pendantes maigres. Le ouple d'arêtes pendantes en x

i

et t

i

pour

i = 1 (resp i = 3) peut être don vu omme une seule arête virtuelle a (resp. b), a étant maigre

ssi b est grasse.

Preuve Les sommets x

2

, y

2

, z

2

, t

2

étant de degré 2, les quatre 2-hemins (x

1

; x

3

),

(y

1

; y

3

), (z

1

; z

3

) et (t

1

; t

3

) sont toujours gras. Le gadget étant symétrique, on peut
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z2x2

x1

x3

y2

y1 z1 t1

t2

y3 z3 t3
ses deux états locaux

ses deux configurations

b

a

l’échelle exclusive

Fig. 4.2 � L'éhelle XOR

supposer que l'arête pendante en x

1

est grasse (et don que (x

1

; y

1

) est maigre) :

Alors l'arête pendante en x

3

ne peut être grasse, ar alors, (x

3

; y

3

) serait maigre,

et (y

1

; z

1

) et (y

3

; z

3

) seraient toutes deux grasses, refermant ainsi un yle gras au

entre de l'éhelle. Don l'arête pendante en x

3

est maigre, impliquant en asade

que les arêtes (x

3

; y

3

), (y

1

; z

1

), (z

3

; t

3

) et l'arête pendante en t

1

sont grasses. L'état

loal obtenu forme un unique hemin en zig-zag, dérit au entre de la Fig. 4.2. Le

deuxième état loal (à droite) est obtenu par symétrie. �

La version linéaire mais non-planaire

La version linéaire de la rédution de

1

n

-Sat à UHam-Cyle onsiste à ordonner les variables

et les

1

n

-lauses de l'instane

1

n

-Sat selon deux ordres arbitraires, à réer un gadget de variable

pour haque variable v

a

et un gadget de

1

n

-lause pour haque

1

n

-lause(v

a

; � � � ; v

z

), et à onneter

les gadgets en série selon les deux ordres hoisis. Les deux séries sont elles-même onnetées

entre elles à leurs deux extrémités. Chaque gadget est séparé de son suesseur par un sommet

de degré 2 onnetant une de leurs arêtes pendantes. En�n, pour haque ourrene o

a

d'une

variable v

a

dans une

1

n

-lause (� � � ; o

a

; � � �), on rée une éhelle XOR entre l'arête distinguée

a orrespondant à o

a

dans le gadget de

1

n

-lause et l'arête distinguée a du gadget de variable

assoié à v

a

. La Fig. 4.3 illustre la représentation du système de

1

n

-lauses (a; ); (a; b; d); (; d).

La Fig. 4.4 montre le même système ave les éhelles XOR �expansées�.

dcca a b d

a b c d

a c db

Fig. 4.3 � La représentation du système f(a; ), (a; b; d), (; d)g

Chaque gadget de variable étant préédé et suivi d'un sommet de degré 2, tout yle ha-

miltonien H doit visiter la série de gadgets de variables en hoisissant de visiter soit l'arête
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c d

dc

dba

ba

ca

Fig. 4.4 � Le graphe obtenu après �expansion� des éhelles XOR

distinguée a, soit l'arête distinguée a de haun de es gadgets, e qui signi�e que H représente

bien une valuation du système (à toute variable est donnée une unique valeur de vérité). Par

la propriété des éhelles XOR, la maigreur de l'arête distinguée a de haque gadget de variable

pour v

a

est �reopiée� dans toutes les arêtes distinguées a des gadgets de

1

n

-lauses où l'on trouve

une ourrene o

a

de v

a

: les valeurs des ourrenes sont don ohérentes. Exatement une

des arêtes distinguées de haque gadget de lause devant être maigre, H représente bien une

solution du système

1

n

-Sat. Les Figs. 4.5 et 4.6 (ave les éhelles XOR expansées) montrent le

yle Hamiltonien assoié à la solution (a = d = faux; b =  = vrai) pour le système

1

n

-Sat de

l'exemple préédent.

ca c

a b c

dba d

d

Fig. 4.5 � La représentation d'une solution du système

ba d c d

dcba

a c

Fig. 4.6 � Le yle Hamiltonien assoié à la solution
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La rédution est lairement parimonieuse et linéaire, mais l'instane obtenue n'est pas né-

essairement planaire même si l'instane

1

n

-Sat d'origine l'est, du fait du montage en série des

gadgets de variables et de

1

n

-lauses, qui peuvent faire roiser plusieurs éhelles XOR entre elles.

Une version planaire mais quadratique

La version planaire de la rédution de

1

n

-Sat àUHam-Cyle reprend la rédution préédente

en résolvant les roisements des éhelles XOR par la pose d'un rossover au niveau de haque

roisement. Ce rossover est représenté sur la Fig. 4.7.

Propriété 4.9 Le gadget planaire de la Fig. 4.7 qui a huit arêtes pendantes en x

i

, t

i

, x

0

i

, t

0

i

(pour

i = 1 ou 3) admet exatement quatre états loaux. Chaque état loal est formé de deux hemins,

l'un reliant ou bien les arêtes pendantes en x

1

et t

1

, ou bien les arêtes pendantes en x

3

et t

3

,

l'autre reliant ou bien les arêtes pendantes en x

0

1

et t

0

1

, ou bien les arêtes pendantes en x

0

3

et t

0

3

,

indépendamment de l'autre hemin. Le ouple d'arêtes pendantes en x

1

et t

1

(resp. en x

3

et t

3

,

en x

0

1

et t

0

1

, en x

0

3

et t

0

3

) peut être vu omme une unique arête a (resp. b, a

0

, b

0

), l'arête a (resp.

a

0

) étant maigre ssi l'arête b (resp. b

0

) est grasse.

a’a’a’a’a’ b’b’b’b’b’

x1 y1 z1 t1

t2’

t2

t3z3y3x3

z2

z2’

x2

x2’ y2’

y2

b

a’
a

b’

les quatre configurations

x1’

t1’

x3’

t3’

crossover développé

les quatre états locaux

croisement d’échelles exclusives

Fig. 4.7 � Le rossover déroisant deux éhelles XOR

Preuve On s'appuie sur le shéma intermédiaire à gauhe de la Fig. 4.7. Les sommets

x

2

et x

0

2

sont reliés par deux arêtes nommées a

0

et b

0

. L'une est maigre ssi l'autre

est grasse ar sinon, soit un yle gras (x

2

, x

0

2

, x

2

) se forme, soit x

2

et x

0

2

ne sont

pas visités. Il en est de même pour toutes les autres arêtes nommées a

0

et b

0

reliant

y

2

et y

0

2

, z

2

et z

0

2

, t

2

et t

0

2

. De plus, haque arête nommée a

0

étant reliée par une

éhelle XOR à l'arête nommée b

0

située immédiatement à sa droite, toutes les arêtes
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nommées a

0

� resp. b

0

� ont même statut, les arêtes a

0

étant maigres ssi les arêtes b

0

sont grasses. Les �hemins� onstituant les barreaux de l'éhelle (x

1

, x

2

, x

0

2

, x

3

), (y

1

,

y

2

, y

0

2

, y

3

), (z

1

, z

2

, z

0

2

, z

3

), (t

1

, t

2

, t

0

2

, t

3

) étant tous gras, le reste de la preuve est

identique à elle de la Prop. 4.8. �

La Fig. 4.8 montre le graphe de l'exemple préédent après la pose des trois rossovers, et la

Fig. 4.9 montre le yle Hamiltonien représentant la solution (a = d = faux; b =  = vrai) dans

le nouveau graphe maintenant planaire. La rédution est toujours parimonieuse mais elle est

quadratique, O(`

2

) rossovers pouvant être requis, où ` est la longueur de la formule

1

n

-Sat.

c dba

a c a b d c d

Fig. 4.8 � Résolution des roisements des éhelles par pose de rossovers

a b d c d

dcba

a c

Fig. 4.9 � Le nouveau yle Hamiltonien planaire assoié à la solution
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4.2.2 Vers une rédution planaire et linéaire de Sat à UHam-Cyle

Notre rédution de Sat à UHam-Cyle suit le même prinipe que la rédution préédente,

à savoir des gadgets de lauses et de variables dont les arêtes distinguées sont onnetées par

des éhelles XOR. Nous utilisons ependant la onvention inverse pour la représentation des

booléens : la valeur vraie, resp. fausse, est représentée par une arête grasse, resp. maigre.

Ce qui rend la rédution préédente quadratique vient du fait qu'elle ne respete pas le

plongement dans le plan du graphe de formule G

'

assoié à l'instane Sat '(V;C) à réduire,

en mettant bout à bout gadgets de lauses d'un �té et gadgets de variables de l'autre. Cette

stratégie est déterminée par la nature du seul rossover dont nous disposons : il résout uniquement

les roisements entre éhelles XOR. Notre stratégie est de onserver le plongement dans le plan

en adressant les deux problèmes liés à la onnexion des arêtes pendantes des gadgets se trouvant

plongés dans di�érentes faes du graphe ainsi onstruit.

1. Conneter les arêtes pendantes de deux gadgets plongées dans deux faes distintes signi�e

qu'une arête doit être apable de traverser les frontières des faes, onstituées d'éhelles

XOR. Il faut don onstruire un nouveau rossover, résolvant les roisements de type

arête/éhelle, et non plus de type éhelle/éhelle. Nous verrons que e rossover possède

trois états loaux, raison pour laquelle nous le baptiserons �ip-�ap-�op.

2. A�n d'assurer un nombre linéaire de rossovers, nous devons organiser la visite des di�é-

rentes faes intelligemment. A moins de disposer d'un yle Hamiltonien dans le graphe

dual de G

'

, nous ne pouvons pas visiter haque fae une et une seule fois les unes à la

suite des autres. Nous visiterons don les faes en longeant les arêtes d'un arbre ouvrant

arbitraire du graphe dual de G

'

.

Nous onstruisons don la première partie du graphe de la façon suivante :

� Pour toute lause C

i

2 C, on réé un gadget de lause g(C

i

) assoié à C

i

, et pour toute

variable v 2 V , on réé un gadget de variable g(v) assoié à v. L'implémentation des

gadgets de variables est identique à elle de la rédution préédente mais ses deux arêtes

non-pendantes sont distinguées, et assoiées resp. aux littéraux v et v. Les gadgets de

lauses restent à dé�nir mais suivent la même interfae que préédemment : deux arêtes

pendantes et une arête distinguée par ourrene de littéral dans la lause simulée.

� Pour toute ourrene `

v

d'une variable v 2 V dans une lause C

i

2 C, on onnete

l'arête distinguée de g(C

i

) assoiée à `

v

et l'arête distinguée de g(v) assoiée à `

v

par une

éhelle XOR, tout en respetant le plongement de G

'

dans le plan. Cei signi�e que l'ordre

des éhelles XOR autour de haque gadget dans le sens trigonométrique est le même que

elui des arêtes orrespondantes dans G

'

. De plus, les arêtes pendantes d'un même gadget

doivent être maintenues onséutives a�n qu'elles restent toujours dans la même fae. Cei

implique que l'une des arêtes distinguées des gadgets de variables ne se trouve pas le long

de sa fae externe, et que son aès néessite la pose d'un �ip-�ap-�op.

Le graphe partiel obtenu à ette étape est appelé le �squelette�. Voir Fig. 4.10.

Dans un deuxième temps, il faut onneter les arêtes pendantes de tous les gadgets. Comme

nous l'avons dit préédemment, a�n d'obtenir un nombre linéaire de rossovers, nous organisons

la onnexion des arêtes pendantes des gadgets à partir d'un arbre ouvrant du dual de G

'

. Soit

T un tel arbre et T

0

l'arbre orrespondant dans le squelette. A haque arête e

0

de T orrespond

une éhelle XOR duale e dans le squelette (qui se oupent sur la Fig. 4.11). Sur haune de es

éhelles e du squelette, nous posons deux �ip-�ap-�ops onséutifs. Chaun de es ouples est

maintenant onsidéré omme un unique gadget à quatre arêtes pendantes (à raison d'une paire

d'arêtes pendantes plongées dans haune des deux faes adjaentes à e).
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clause

clause

clause

clause

clauseclause
c

d e

C3

¬

¬¬ ¬

¬

¬

C2 C6C5

C4

C1

a b

¬

Fig. 4.10 � Squelette obtenu pour un plongement planaire pour la formule ' = C

1

^ :::^C

6

ave

C

1

= a _ :d, C

2

= :a _  _ d, C

3

= a _ :b _ :, C

4

= : _ e _ d, C

5

= b _ e _ , C

6

= :b _ :e

clause

clause

clause

clause

clauseclause
c

d e

C3

¬

¬¬ ¬

¬

¬

C2 C6C5

C4

C1

a b

¬

flip−flap−flop
flip−flap−flop

Fig. 4.11 � Pose des rossovers le long d'un arbre ouvrant dans le dual

Le traé des onnexions entre gadgets épouse alors T

0

omme un gant : Pour haque fae

F (sans oublier la fae externe) de G

'

, soit F

0

la fae orrespondante dans le squelette. Soit

(g

0

; � � � ; g

k�1

) la liste des k gadgets obtenus en balayant la frontière de F dans l'ordre trigonomé-

trique (on peut onsidérer que ette frontière est toujours onnexe si G

'

est lui-même onnexe).

Soit (e

i

; f

i

) le ouple d'arêtes pendantes de g

i

plongées dans F tel que e

i

préède f

i

pour e

même ordre. Pour tout 0 � i < k, nous fusionnons les arêtes pendantes f

i

et e

i+1

(l'addition

étant e�etuée modulo k). Ces onnexions vont onstituer la olonne vertébrale de tout yle

Hamiltonien dans le graphe. Voir Figs. 4.12 et 4.13.

c

d e

C3

¬

¬¬ ¬

¬

¬

C2 C6C5

C4

C1

a b

¬

clause

clause

clause

clause

clauseclause

Fig. 4.12 � Ajout de la olonne vertébrale au squelette
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La linéarité déoule du fait que la onstrution du dual d'un graphe ainsi que la onstrution

d'un arbre ouvrant se font en temps linéaire. La orretion et la parimonie de la transformation

dépendent de elles des gadgets qui restent à implémenter.

Nous faisons aussi l'hypothèse que G

'

est onnexe lors du balayage de la frontière des faes.

Cette hypothèse est failement supprimée en réduisant les k omposantes onnexes de G

'

sépa-

rément puis en fusionnant les k olonnes vertébrales par leurs faes externes autour d'une étoile

imaginaire : Plonger les k omposantes onnexes autour d'un même sommet imaginaire selon un

ordre trigonométrique arbitraire K

0

; � � � ;K

k�1

. Pour toute omposante K

i

, on asse une arête

arbitraire de la fae externe de sa olonne vertébrale en deux arêtes pendantes e

i

et f

i

, de telle

sorte que f

i

préède e

i+1

pour l'ordre hoisi (l'addition étant modulo k). On fusionne f

i

et e

i+1

pour tout 0 � i < k a�n de réer l'étoile réunissant les k olonnes vertébrales.

clause

clause

clause

clause

clauseclause
c

d e

C3

¬

¬¬ ¬

¬

¬

C2 C6C5

C4

C1

a b

¬

Fig. 4.13 � Un yle Hamiltonien représentant la valuation  = e = faux; a = b = d = vrai

A e stade, nous présentons maintenant les gadgets logiques permettant de onstruire le

simulateur de lause. L'existene d'un �ip-�ap-�op parimonieux sera admise et exploitée pour

la onstrution de es gadgets. La présentation du �ip-�ap-�op est reportée en Setion 4.2.4.

4.2.3 Des gadgets Hamiltoniens logiques et fontionnels

Les gadgets qui suivent sont onstruits et omposés à la manière des portes d'un iruit

életronique. Ces gadgets ont des arêtes distingués jouant le r�le des bits opérandes d'une porte,

ainsi que deux arêtes pendantes pour haque bit de sortie ainsi que le �l d'alimentation. La

omposition de gadgets élémentaires va permettre l'élaboration de gadgets plus omplexes d'une

manière omplètement transparente.

Notre gadget de lause va être fabriqué par un simple haînage de gadgets OR, eux-mêmes

obtenus par ombinaison de gadgets AND et NOT par appliation de la loi de De Morgan pour

les onneteurs logiques : x _ y () :(:x ^ :y). Cette omposition sera d'autant plus faile

que nos gadgets AND et OR sont fontionnels, 'est-à-dire qu'ils produisent un (ou plusieurs)

bit(s) de sortie à la manière des portes d'un iruit :

Dé�nition 4.10 (gadget fontionnel) Un gadget fontionnel représente une fontion booléenne

f0; 1g

k

! f0; 1g

q

en utilisant l'interfae suivante :

� k arêtes distinguées, représentant haune un bit opérande, l'arête étant grasse ssi le bit

orrespondant est allumé, et,

� 3q arêtes pendantes : q arêtes d'entrée in

i

, et q paires d'arêtes de sortie orrespondantes

out

i

= (out

0

i

; out

1

i

), 0 � i < q. Une paire d'arêtes de sortie out

i

ode un bit du résultat,
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l'arête out

1

i

(resp. out

0

i

) étant grasse ssi le bit i du résultat vaut 1 (resp. 0). Les arêtes

d'entrée in

i

sont toujours grasses.

De plus, omme on veut représenter une fontion totale sur f0; 1g

k

:

� Les k arêtes distinguées peuvent toujours être grasses ou maigres indépendamment les unes

des autres, i.e., des états loaux existent pour haune de es 2

k

ombinaisons.

� Un état loal est toujours onstitué de q hemins, haun entrant par l'une des q arêtes

d'entrée in

i

, et sortant par une arête de la paire de sortie orrespondante (out

0

i

; out

1

i

) en-

tièrement déterminée par l'état gras ou maigre des k arêtes distinguées.

Bien sûr, les hemins sont entièrement déterminés lorsque le gadget est parimonieux.

Comme dans e hapitre, nous ne manipulons que des fontions d'arité k = 2 sur q = 1 bit (e

ne sera pas le as dans le hapitre 5 où nous ferons du omptage ave des gadgets arithmétiques),

nous noterons simplement in et out = (out

0

; out

1

) les arêtes d'entrée et sortie de nos gadgets.

Voii le gadget AND :

Propriété 4.11 Le gadget planaire à droite de la Fig. 4.14, qui a trois arêtes pendantes in, out

1

,

out

0

et deux arêtes distinguées (; d), (b; d) disposées anti-trigonométriquement dans et ordre,

implémente parimonieusement la fontion AND, i.e., le gadget admet exatement quatre états

loaux, tous entrant par l'arête in et sortant par out

1

ssi (b; d) et (; d) sont grasses, et sortant

par out

0

sinon.

0 1 0 1

BA A B

a

b

d e

010

f

in

out0 out1

in

out0 out1 1

and

fonction AND entre deux bits

c

implémentation

Fig. 4.14 � Le gadget fontionnel AND

Preuve L'arête in est néessairement grasse à ause du sommet a de degré 2

adjaent. Il ne peut y avoir d'autre hemin que elui passant par l'arête in ar un

tel deuxième hemin entrerait et sortirait par out

0

et out

1

, ne laissant auune sortie

libre pour le premier hemin. L'unique hemin sortira don soit par out

0

soit par

out

1

. Il y a quatre as, reproduits sur la Fig. 4.15, selon l'état gras ou maigre des

deux arêtes distinguées :

1. Supposons que (b; d) est maigre : Alors (b; e) est néessairement grasse. On ne

peut sortir en out

1

, ar il faut visiter les sommets , d et f . Don out

1

est maigre

et out

0

est grasse.

(a) Si de plus (; d) est maigre, il ne reste plus que (d; e) et (d; f) pour visiter

le sommet d, ainsi que (; f) pour visiter le sommet . Ces arêtes sont don

grasses. Le hemin obtenu ode le résultat AND(0; 0) = 0.
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(b) Si de plus (; d) est grasse, alors (d; e) ne peut être grasse ar sinon f n'est

pas visité. Don l'arête (d; e) est maigre et les arêtes (e; f) et (d; f) sont

grasses. Le hemin obtenu ode le résultat AND(1; 0) = 0

2. Supposons que (b; d) est grasse :

(a) Si de plus (; d) est maigre, il ne reste plus que (; f) et out

0

pour visiter le

sommet . Ces arêtes sont don grasses. L'arête (d; f) ne peut ensuite être

grasse, ar sinon le sommet e ne serait pas visité. Don (d; f) est maigre

et les arêtes (d; e) et (e; f) sont grasses. Le hemin obtenu ode le résultat

AND(0; 1) = 0.

(b) Si de plus (; d) est grasse, on ne peut sortir immédiatement en out

0

, ar

il faut visiter e et f . Par onséquent, (; f), (e; f) et out

1

sont grasses. Le

hemin obtenu ode le résultat AND(1; 1) = 1

Nous avons quatre états loaux pour quatre on�gurations, le gadget est don bien

parimonieux. �

A B A B A B A B

f f f f

edc

a

b

a

b

d ec

0 ^ 0 = 0 0 ^ 1 = 0

b

a a

b

dc e c d e

1 ^ 0 = 0 1 ^ 1 = 1

in in in in

Fig. 4.15 � Les quatre on�gurations du gadget fontionnel AND

Remarque 4.12 Le gadget AND sera noté par la suite par la boite noire présentée à gauhe

sur la Fig. 4.14. Dans toutes les �gures, la boite aura toujours son arête d'entrée en haut, ses

arêtes de sortie en bas, et ses opérandes à gauhe. Comme toujours, les opérandes sont onnetés

aux arêtes distinguées du gadget par des éhelles XOR. On voit sur la droite de la Fig. 4.14 que

plusieurs �ip-�ap-�ops peuvent être néessaires pour e�etuer es onnexions, des roisements

entre les arêtes des opérandes et les éhelles étant inévitables.

En e qui onerne le gadget NOT, il est plus pratique à l'usage de l'implémenter omme

un inverseur sur plae que omme un gadget fontionnel : Le gadget planaire de la Fig. 4.16

implémente parimonieusement un tel inverseur. Il s'agit simplement d'une éhelle XOR à laquelle

il manque un barreau. Le leteur peut failement véri�er que les deux seuls états loaux du

gadgets sont les deux hemins en zig-zag au entre et à droite de la Fig. 4.16, et que le bit

irulant dans le ouple d'arêtes (out

0

; out

1

) est l'opposé du bit irulant dans le ouple d'arêtes

(in

0

; in

1

). Dans les �gures suivantes, le gadget NOT sera représenté par le symbole 
.

Comme il a été annoné plus haut, l'opérateur OR est simplement obtenu par ombinaison

des opérateurs AND et NOT en appliquant la loi de De Morgan : voir Fig. 4.17. Les deux ouples

d'arêtes opérandes A = (A

0

; A

1

) et B = (B

0

; B

1

) passent haun par un premier inverseur, les

ouples d'arêtes de sortie sont opérandes d'un gadget AND dont le ouple d'arêtes de sortie est

à son tour inversé, obtenant ainsi le résultat de OR(A;B) dans le ouple d'arête (out

0

; out

1

).
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in1in0

out0 out1

in1in0

out0 out1out0 out1

in1in0

Fig. 4.16 � Le gadget NOT

En�n, A et B passent haun dans un deuxième inverseur a�n de rétablir les valeurs initiales des

opérandes.

out0 out1A1A0 B0 B1 out0 out1A1A0 B0 B1

A B in A B in

out0 out1A1A0 B0 B1

A B in

or and and

implémentationnotation un exemple d’état local

Fig. 4.17 � Le gadget OR

Le gadget de lause simulant une lause à k littéraux `

1

_� � �_`

k

est implémenté en aumulant

le résultat des opérateurs OR : a

1

= OR(`

1

; `

2

), a

2

= OR(a

1

; `

3

), . . ., a

j

= OR(a

j�1

; `

j+1

),

1 < j < k. On fore le dernier aumulateur a

k�1

à porter la valeur vraie en faisant passer l'arête

out

1

du ouple par un sommet  de degré 2. Le gadget est lairement de taille linéaire en k et

parimonieux (sous réserve que le �ip-�ap-�op le soit aussi). La onstrution est présentée dans

la Fig. 4.18.

4.2.4 Le �ip-�ap-�op

Nous implémentons maintenant le �ip-�ap-�op qui nous permet de roiser une éhelle XOR

et une arête. Le gadget a dix arêtes pendantes : 2 pour la jontion de l'arête qui roise l'éhelle

et 2 � 4 pour la jontion des quatre barreaux de l'éhelle. Notons qu'une éhelle peut roiser

plusieurs arêtes, qui peuvent être maigres ou grasses indépendamment les unes des autres. Il faut

don que le jeu de on�gurations du �ip-�ap-�op soit ompatible ave le montage en série de

plusieurs �ip-�ap-�ops F

i

. Nous utilisons un jeu de trois on�gurations (voir Fig. 4.19), nommées

resp. �ip, �ap et �op, d'où le nom du gadget. Soient e

1

et e

2

les arêtes dont l'éhelle doit assurer la

�relation XOR� et f

1

, . . ., f

k

, les k arêtes roisant l'éhelle XOR en les k �ip-�ap-�ops F

1

; � � � ; F

k

respetifs (e

1

étant à gauhe et e

2

à droite). La signi�ation des on�gurations est la suivante :

1. �ip apparaît sur le �ip-�ap-�op F

i

lorsque l'arête f

i

est grasse et que l'éhelle XOR assure

que e

1

est maigre et que e

2

est grasse.
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arêtes distinguées

c

une configuration et son état local 

arêtes distinguées

c

le gadget de clause et son implementation

arêtes distinguées arêtes distinguées

a2a1 a3 a4

l1 l2 l4l3 l5

a2a1 a3 a4

l1 l2 l4l3 l5

orororor

clauseclause

orororor

Fig. 4.18 � Le gadget de lause pour `

1

_ � � � _ `

5

2. �ap est la on�guration symétrique de �ip, e

1

étant grasse et e

2

maigre.

3. �op est la on�guration qui apparaît sur le �ip-�ap-�op F

i

lorsque f

i

est maigre, quel que

soit le statut de e

1

et e

2

.

FLAP

FLIP

FLAP

FLIP

FLAP

FLIP

FLAP

FLIP

FLAP

FLIP

FLAP

FLIP

FLAP

FLIP

F1 F2 F3 F4 F5 F6F1 F2 F3 F4 F5 F6

l3
l4

l2
l1 r1

r2
r3
r4

e1 f1 f2 f3 f4 f5 f6 e2

l3
l4

l2
l1 r1

r2
r3
r4

e1 f1 f2 f3 f4 f5 f6 e2

un flip−flap−flop

flip flap flop

les trois configurations admises

flop flip flop flop flip flop

les flip−flap−flops en action6 flip−flap−flops montés en séries

Fig. 4.19 � Le jeu de on�gurations sur un �ip-�ap-�op

Véri�ons que les ombinaisons légales des on�gurations sur k �ip-�ap-�ops montés en série

assurent la �relation XOR� entre e

1

et e

2

ainsi que le libre passage de hemins sur les k arêtes f

i

.

Interprétons une ombinaison de on�gurations omme un mot w de longueur k sur l'alphabet

� = fflip; f lap; f lopg :

1. Si w = flop

k

, alors la série de gadgets fontionne omme quatre longs barreaux d'éhelle

XOR, tous gras. La �relation XOR� entre e

1

et e

2

est assurée de la même manière que

l'éhelle XOR, et auun hemin ne passe par les arêtes f

i

. Voir as 1 sur la Fig. 4.20 :

2. Si w 2 (flipjflop)

k

ave au moins une ourrene de flip, alors on véri�e sur le as 2

de la Fig. 4.20 que tout hemin entrant par l'arête pendante Sud d'un �ip-�ap-�op ressort



4.2. De la satisfaisabilité planaire à l'Hamiltoniité planaire 79

toujours par l'arête Nord de e même �ip-�ap-�op. Auun yle n'apparaît le long du ruban.

De plus, soit F

g

, resp. F

d

, le �ip-�ap-�op le plus à gauhe, resp. le plus droite, qui admet

une on�guration flip : A gauhe, l'arête (l

2

; l

3

) ne peut être grasse, un yle entral se

formant alors le long de F

1

; � � � ; F

g

. Don (l

2

; l

3

) est maigre, (l

1

; l

2

) et (l

3

; l

4

) sont grasses et

les deux arêtes pendantes en l

1

et l

4

sont maigres. A droite, (r

2

; r

3

) ne peut être maigre ar

ela impliquerait que (r

1

; r

2

) et (r

3

; r

4

) soient grasses, fermant alors deux yles superposés

le long de F

d

; � � � ; F

k

. Don (r

2

; r

3

) est grasse, de même que les arêtes pendantes en r

1

et

r

4

, e qui ahève d'assurer la �relation XOR� entre e

1

et e

2

.

3. Si w 2 (flapjflop)

k

ave au moins une ourrene de flap, alors on obtient le as symétrique

du préédent. Voir as 3 de la Fig. 4.20.

4. Si w possède un fateur v = w

i

� � �w

j

2 flipflop

�

flap, alors deux yles superposés appa-

raissent le long de F

i

� � �F

j

. Cette ombinaison est don illégale. Voir as 4 de la Fig. 4.20.

5. Si w possède un fateur v = w

i

� � �w

j

2 flapflop

�

flip, alors un yle entral apparaît le

long de F

i

� � �F

j

. Cette ombinaison est don aussi illégale. Voir as 5 de la Fig. 4.20.

FLAP

FLIP

FLAP

FLIP

FLAP

FLIP

FLAP

FLIP

FLAP

FLIP

FLAP

FLIP

F6F5F4F3F2F1

r3
r2

r4

r1

l4
l3
l2
l1

r3
r2

r4

r1

l4
l3
l2
l1

l4
l3
l2
l1

r3
r2

r4

r1

l4
l3
l2
l1

r3
r2

r4

r1

r3
r2

r4

r1

l4
l3
l2
l1

r3
r2

r4

r1

l4
l3
l2
l1

un ruban de six flip−flap−flops

flopflop flopflap flap flap

cas 3 : des flaps et des flops (légal)

flip flapflop flop flop flop

cas 4 : un flip à gauche d’un flap (illégal)

flipflap flopflopflopflop

cas 5 : un flip à droite d’un flap (illégal)

flop flop flopflip flip flip

cas 2 : des flips et des flops (légal)

flop flop flop flop flop flop

cas 1 : seulement des flops (légal)

Fig. 4.20 � Les ombinaison légales et illégales sur une série de �ip-�ap-�ops

Nous donnons en�n une implémentation parimonieuse du �ip-�ap-�op.

Propriété 4.13 Le gadget planaire de la Fig. 4.21 implémente parimonieusement un �ip-�ap-

�op, i.e., il admet exatement trois états loaux, orrespondant respetivement aux trois on�gu-

rations �ip, �ap et �op de la Fig. 4.19.

Preuve Les sommets de degré 2 impliquent que toutes les arêtes pendantes sont

grasses, de même que les arêtes adjaentes (a

i

; b

i

), (

i

; d

i

) pour 1 � i � 4 ainsi que les

arêtes entrales (u; v), (v; w), (x; y) et (y; z). Il y a trois as selon le statut des arêtes

(w; z) et (u; x) qui ne peuvent pas être grasses en même temps (un yle entral

(u; v; w; z; y; x; u) se formerait sinon) :
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b2

b4

b3

b1

c4

c3

c2

c1 d1

d2

d3

d4

a1

a2

a3

a4

u

x y

v w

z

t

s

implementation

FLAP

FLIP

représentation

Fig. 4.21 � L'implémentation d'un �ip-�ap-�op

1. Supposons que (w; z) est grasse (Cas à gauhe sur la Fig. 4.22). Les arêtes (w; 

2

)

et (z; 

3

) sont alors maigres, impliquant que (

1

; 

2

) et (

3

; 

4

) sont grasses.

Cei implique que les arêtes (b

2

; u), (b

3

; x) sont grasses, de même que (b

1

; s)

et (b

4

; t), ainsi que les arêtes pendantes en s et t. Nous obtenons un état loal

orrespondant à la on�guration �ip.

2. Supposons que (u; x) est grasse. (Cas au entre sur la Fig. 4.22). C'est le as

symétrique du as préédent, et il amène à l'état loal orrespondant à la on�-

guration �ap.

3. Supposons que ni (u; x) ni (w; z) ne sont grasses. (Cas à droite sur la Fig. 4.22).

Alors à gauhe, les arêtes (b

2

; u), (b

3

; x) sont grasses, ainsi que (b

1

; s) et (b

4

; t).

De même à droite, (w; 

2

) et (z; 

3

) sont grasses, ainsi que (s; 

1

) et (t; 

4

). Nous

obtenons un état loal orrespondant à la on�guration �op.

�

b2

b4

b3

b1

c4

c3

c2

c1 d1

d2

d3

d4

a1

a2

a3

a4

u

x y

v w

z

t

s

flap

b2

b4

b3

b1

c4

c3

c2

c1 d1

d2

d3

d4

a1

a2

a3

a4

u

x y

v w

z

t

s

flop

b2

b4

b3

b1

c4

c3

c2

c1 d1

d2

d3

d4

a1

a2

a3

a4

u

x y

v w

z

t

s

flip

Fig. 4.22 � Les états loaux pour les on�gurations �ip, �ap, et �op

Cei ahève la démonstration de la rédution linéaire et parimonieuse de Plan-Sat à Plan-

UHam-Cyle.

4.3 De l'Hamiltoniité planaire à la satisfaisabilité planaire

Nous présentons maintenant la rédution réiproque, de Plan-UHam-Cyle à Plan-Sat.

En voii l'intuition : Tout d'abord, étant donné un graphe planaire et onnexe G(V;E; F ), notre

système Sat simule une partition C de V en k yles disjoints (e que nous appellerons une k-

Ham partition) en ontraignant haque sommet à avoir exatement deux arêtes inidentes dans

C (voir Fig. 4.23). La deuxième idée est de forer k = 1 (i.e. forer C à être un yle Hamiltonien)

en s'aidant du graphe dual G

0

: C induit une struture D dans le graphe dual G

0

, qui est le graphe

des faes non-déonnetées par C.
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structures constructibles sous cette contrainteune contrainte locale

deux aretes incidentes élues"
"chaque sommet doit avoir

un cycle unique
de plusieurs cycles disjoints

une collection

Fig. 4.23 � Idée 1 : Obtenir une olletion de yles simples disjoints

Le Lemme 4.24 montre que C est un yle Hamiltonien ssi D est une forêt onstituée d'exa-

tement deux arbres. Don, notre système Sat herhe naturellement à ontraindre toutes les

faes (à l'exeption de deux) à élire exatement un père parmi leurs faes adjaentes dans une

même omposante onnexe de D. Comme il n'y a que deux raines (faes sans père), D ontient

exatement deux arbres mais D peut toujours ontenir aussi des omposantes onnexes indési-

rables : les monoyles, qui sont formés d'un yle dont haque sommet peut éventuellement être

la raine d'un arbre. Comme es monoyles n'ont pas de raine, notre système Sat se trouve

apparemment inapable de les déteter (voir Fig. 4.24).

contraintes locales

"chaque sommet doit avoir

0 ou 1 arc sortant élu"

composantes connexes des structures constructibles sous ces contraintes

monocycle : arbres orientés
dont les "racines" forment un circuit

arbre orienté vers sa racine

Fig. 4.24 � Idée 2 : Obtenir une struture d'arbres et de monoyles dans le graphe dual

Heureusement, le Lemme 4.26 montre que tout yle dans D empêhe les deux raines d'être

adjaentes. Don, en forçant simplement nos deux raines à être adjaentes, nous interdisons

indiretement la formation de yles dans D, et nous obtenons une rédution linéaire de Plan-

UHam-Cyle à Sat (voir Fig. 4.25). Cette rédution est même parimonieuse du fait que l'on

est apable de hoisir les raines a priori, indépendamment du yle Hamiltonien.

En�n, grâe au rossover parimonieux pour Plan-Sat il est faile de faire ohabiter le sous-

système exerçant ses ontraintes sur le graphe primal ave le sous-système exerçant les siennes

sur le graphe dual en n'utilisant qu'un nombre linéaire de es rossovers. Nous avons ainsi une

rédution linéaire et parimonieuse de Plan-UHam-Cyle à Plan-Sat.
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Graphe dual

sommet

Graphe primal

sommet

arete maigre

racines voisines

arete maigre

arete grasse

arete grasse

(= appartient à C)

(= appartient à D)

Fig. 4.25 � Idée 3 : Empêher l'apparition de monoyles dans le dual

4.3.1 Une aratérisation loale de l'Hamiltoniité planaire

Fait 4.14 (Théorème de la ourbe fermée de Jordan, généralisé) Soit C une olletion

de k ourbes simples fermées C

1

; � � � ; C

k

, disjointes deux à deux, plongées sur une sphère S.

Alors S n C est déoupé en exatement k + 1 régions onnexes maximales (ou régions, pour faire

ourt).

On se donne maintenant un graphe onnexe planaire G(V;E; F ) plongé sur une sphère S, où

V (resp. E, F ) est l'ensemble de ses sommets (resp. arêtes, faes).

Dé�nition 4.15 (o-dual, Ham-dual, omposantes) Soit G

0

= dual(G) et C un ensemble

d'arêtes grasses dans G. Le o-dual D de C est dé�ni omme étant G

0

après la suppression de

toutes les arêtes e

0

= dual(e) telles que e est grasse dans G, i.e. appartient à C. Les arêtes

dans D (resp. dans G

0

n D) sont appelées les arêtes grasses (resp. maigres) de G

0

. En d'autres

termes, e

0

= dual(e) est grasse (maigre) ssi e est maigre (grasse). Les omposantes onnexes

maximales dans D sont appelées simplement omposantes. Le o-dual d'une k-Ham-partition est

appelé Ham-dual.

A partir de maintenant, on suppose donnée une k-Ham partition C dans G, ainsi que son

Ham-dual D dans G

0

= dual(G).

Lemme 4.16 Le Ham-dual D a exatement k

0

= k + 1 omposantes.

Preuve Cei déoule immédiatement du Fait 4.14. �

Dé�nition 4.17 (C-régions) Soit C un yle simple dans G ou G

0

. D'après le fait 4.14, S nC

est onstitué de deux régions R

1

et R

2

, que l'on appelle C-régions, telles que R

1

, R

2

, et C forment

une partition de la sphère S.
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Dé�nition 4.18 (C-ordes, C-arêtes, R-arêtes) Soit C un yle simple dans G ou son dual

G

0

, R une C-région, et e = (x; y) 2 E une arête plongée dans C [R telle que x 2 C. Si y 2 R,

alors e est appelée R-arête. Sinon, y 2 C et e est appelée une C-arête (resp. une C-orde) si

e 2 C (resp. si e =2 C).

Notons que si C appartient à C, alors toutes ses C-arêtes sont grasses, et toutes ses R-arêtes

et C-ordes sont maigres.

la rotation next (e, x)
la rotation clock (e, x)

une composante M dans D=dual (H)
un cycle Ci d’une k−Ham partition H

sans R−arete

y

x

e0

avec une R−arete e0=(x,y)
une Ci−région R (à l’intérieur de Ci) une Ci−région R (à l’extérieur de Ci) le cycle dans D décrit par next (e, x) 

Fig. 4.26 � Composantes yliques et ayliques dans D

Lemme 4.19 Soit C

i

un yle dans C et R une C

i

-région telle qu'il n'existe pas de R-arête. Alors

l'unique omposante M de D plongée dans R est aylique, i.e., est un arbre (voir Fig. 4.26 à

gauhe).

Preuve Comme il n'existe auune R-arête et que G est planaire et onnexe, le sous-

ensemble V

R

� V de sommets plongés dans R est vide. Ainsi, R ne peut ontenir

que des C

i

-ordes. Maintenant, supposons que M a un yle C

0

. Soit e

0

une arête

arbitraire de C

0

, et e = (x; y) = primal(e

0

). Remarquons que x et y sont plongés

dans deux C

0

-régions distintes. Comme exatement l'une des deux C

0

-régions ne

ontient pas C

i

, soit x, soit y doit être plongé dans R, e qui ontredit V

R

= ;. �

Lemme 4.20 Soit C

i

un yle dans C, et R une C

i

-région telle qu'il existe une R-arête e

0

2 E.

Alors la omposante M de D ontenant e

0

0

= dual(e

0

) est ylique (voir Fig. 4.26 au entre et à

droite).

Preuve Pour toute arête e = (x; y), lok(e; x) dénote l'arête immédiatement après

e dans le sens anti-trigonométrique (sens des aiguilles d'une montre) autour de x. De

plus, other(e; x) dénote y (l'autre sommet de x) et vie-versa. Soit I(e

0

) l'itération :

e := e

0

(x,y) ;

loop {

e := lok (e, x) ;

write (e) ;

x := other(e, x) ;

}
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Si l'on stoppe I(e

0

) aussit�t que e

0

est à nouveau renontré, alors I(e

0

) érit la

frontière d'une fae f dans le sens trigonométrique. Cette fae f , notée left(e

0

; x), est

la fae à main gauhe pour un observateur situé en y et regardant vers x. Maintenant,

supposons que e

0

est une R-arête de C

i

ave x 2 C. Alors, la première R-arête e

renontrée après e

0

dans I(e

0

) est notée e = next(e

0

; x). Ainsi, e

0

et next(e

0

; x)

partagent la même fae adjaente f = left(e

0

; x).

Si C

i

est un yle de C et si e est une R-arête de C

i

, alors on désignera par

ommon(e; C

i

) l'unique sommet ommun de e et C. Soit J(e

0

; C

i

) l'itération :

e := e

0

(x,y) ;

repeat {

write (left (e, x), dual (e)) ;

e := next (e, x) ;

x := ommon (e, C

i

) ;

} until (e = e

0

) ;

La boule termine à ause de l'invariant x 2 C

i

. Comme haque arête e renontrée

partage une fae ommune left(e; x) ave next(e; x), J(e

0

; C

i

) érit les sommets et

arêtes suessifs d'un yle C

0

dans G

0

(éventuellement non-simple si G n'est pas

bionnexe et qu'un point d'artiulation x est renontré). Puisque toutes les arêtes

de C

0

sont les arêtes duales de R-arêtes, et que es R-arêtes sont toujours maigres

dans G, il suit que les arêtes de C

0

sont toutes grasses dans G

0

. Ce qui signi�e qu'une

omposante M plongée dans R et ontenant e

0

0

= dual(e

0

) ontient aussi le yle C

0

.

�

A partir de maintenant, on hoisit arbitrairement une fae f

out

2 F , que l'on l'appelle la fae

externe.

Dé�nition 4.21 (intérieur, extérieur) Soit C un yle simple dans G, et R

1

, R

2

deux C-

régions. Exatement l'une d'elles, disons R

2

, ontient la fae externe f

out

. Alors R

1

(resp. R

2

)

est appelée l'intérieur (resp. l'extérieur) de C et on la note int(C) (resp. ext(C)).

Dé�nition 4.22 (yles emboîtés, min-yles, max-yles) Pour toute paire de yles C

i

; C

j

dans C tels que int(C

i

) � int(C

j

), on note C

i

< C

j

(et on lit : C

i

est emboîté dans C

j

, ou C

j

emboîte C

i

). De plus, s'il n'existe pas de yle C

h

2 C tel que C

i

< C

h

< C

j

, alors on note

C

j

= su(C

i

) et brothers(C

i

) = fC

j

2 C : su(C

j

) = su(C

i

)g. En�n, un min-yle (resp.

max-yle) C

i

est un yle de C qui n'emboîte (resp. n'est emboîté dans) auun autre yle de C.

Lemme 4.23 Soit M une omposante de D. Alors M est un arbre ssi :

1. M est plongé dans l'intérieur d'un min-yle C

i

de C, ou

2. M est plongé dans l'extérieur d'un yle C

j

qui est l'unique max-yle de C.

Preuve Il y a exatement quatre as :

� Si M est plongé dans R = int(C

i

) et si C

i

est un min-yle de C, alors il n'existe

pas de R-arête et le Lemme 4.19 s'applique à C

i

et R : M est un arbre.

� Si M est plongé dans R = ext(C

j

) et si C

j

est l'unique max-yle de C alors, de

même, il n'existe pas de R-arête et le Lemme 4.19 s'applique enore à C

j

et R, et

M est un arbre.
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� Si M est plongé dans R = ext(C

i

) et si C

i

est un max-yle non-unique dans C

alors, omme G est planaire et onnexe, il existe e = (x; y) 2 E telle que x 2 C

i

et y 2 C

j

pour un max-yle donné C

j

6= C

i

. Puisque e est une R-arête, Le

Lemme 4.20 s'applique à C

i

et R : M a un yle.

� Sinon,M est plongé dans ext(C

i

)\int(C

j

), pour un C

j

= su(C

i

) donné. Comme

G est planaire est onnexe, il existe e = (x; y) 2 E telle que x 2 C

i

et y 2 C

j

ou

y 2 C

h

ave C

h

2 brothers(C

i

), h 6= i. Dans les deux as, e est une R-arête pour

R = ext(C

i

), et don le Lemme 4.20 s'applique à C

i

et R : M a un yle.

�

Lemme 4.24 k = 1, i.e., C est un yle Hamiltonien ssi D est onstitué d'exatement 2 arbres.

Preuve (=)) : Si k = 1, alors soit C

1

l'unique yle dans C : Par le lemme 4.16,

D a k

0

= k + 1 = 2 omposantes M

1

et M

2

, plongées resp. dans int(C

1

) et ext(C

1

).

Comme C

1

est à la fois un min-yle et l'unique max-yle dans C, le Lemme 4.23

s'applique deux fois, et M

1

et M

2

sont tous deux des arbres.

((=) : C'est une onséquene immédiate du Lemme 4.16. �

Dé�nition 4.25 (Composantes jumelles) Deux omposantes M

1

et M

2

dans D sont dites

jumelles ssi les deux onditions sont véri�ées :

1. M

1

et M

2

sont toutes deux des arbres, et

2. Il existe deux sommets r

1

2M

1

et r

2

2M

2

, appelées raines jumelles, tels que (r

1

; r

2

) 2 E

0

Lemme 4.26 k = 1, i.e., C est un yle Hamiltonien ssi deux omposantes jumelles existent

dans D.

Preuve =): C'est une onséquene immédiate du Lemme 4.24. Il su�t d'exhiber

deux raines jumelles r

1

et r

2

: Choisir une arête arbitraire e dans l'unique yle

C

1

2 C. Soit e

0

= (f; g) = dual(e) tel que f soit plongé dans int(C

1

) et g dans

ext(C

1

). Poser r

1

= f et r

2

= g.

((=) : Soient M

1

et M

2

deux omposantes jumelles de raines respetives r

1

et r

2

.

Puisque les deux omposantes sont des arbres, alors par le Lemme 4.23, haune doit

être plongée soit à l'intérieur d'un min-yle, soit à l'extérieur d'un unique max-yle.

Supposons que k > 1, alors il y a deux as :

� M

1

2 int(C

i

) et M

2

2 int(C

j

) où C

i

et C

j

sont des min-yles disjoints dans C.

Comme G est planaire et C

i

est disjoint de C

j

, tout hemin de r

1

à r

2

dans G

0

doit ontenir un sommet intermédiaire plongé dans ext(C

i

)\ ext(C

j

). Don, r

1

et

r

2

ne sont pas des raines jumelles, une ontradition.

� M

1

2 int(C

i

) etM

2

2 ext(C

j

), où C

i

est un min-yle et C

j

est l'unique max-yle

dans C. Comme k > 1, nous avons C

i

6= C

j

. Puisque G est planaire, C

i

est disjoint

de C

j

, tout hemin de r

1

à r

2

dans G

0

ontient un troisième sommet plongé dans

ext(C

i

) \ int(C

j

), et don r

1

et r

2

ne sont pas raines jumelles.

�
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4.3.2 La rédution linéaire de Plan-UHam-Cyle à Plan-Sat

Comme nous souhaitons que notre rédution linéaire soit également parimonieuse, il nous

faut �xer les deux raines jumelles r

1

et r

2

à l'intérieur de deux faes prédéterminées deG. D'après

la preuve du Lemme 4.26, r

1

et r

2

peuvent être arbitrairement hoisies parmi n'importe quelle

paire de faes adjaentes séparées par une arête grasse dans G. A�n de trouver une telle arête,

nous hoisissons un sommet v 2 V de degré d quelonque, et nous l'explosons en le graphe G(v)

de la Fig. 4.27 en forme de roue de vélo à d rayons. Une orrespondane bijetive suggérée sur

ette même �gure (au entre et à droite) est véri�ée entre les yles Hamiltoniens dans G avant

et après la substitution, et G ontient maintenant un sommet t de degré 2 (hoisi arbitrairement

parmi les d sommets de degré 2 sur la ironférene de la roue), e qui fore ses deux arêtes

inidentes à être grasses pour tout yle Hamiltonien dans G. Ainsi, r

1

et r

2

peuvent être �xées

omme étant les deux faes adjaentes de t.

explosion du sommet v de degré 6 en roue de vélo à 6 rayons

v

r2
t

r1

v

r1

t
r2

un état local typique

Fig. 4.27 � Explosion d'un sommet de degré d = 6 en une roue de vélo à d rayons

Pour des raisons de larté, nous supposons que nous disposons des deux lauses spéiales

1=N(`

1

; � � � ; `

d

) et 2=N(`

1

; � � � ; `

d

) qui sont satisfaites ssi exatement 1 littéral (resp. 2 littéraux)

parmi les `

i

(1 � i � d) sont mis à vrai. Implémenter es deux ontraintes parimonieusement

ave un système de O(d) lauses planaires est une tâhe assez faile dont le détail est relégué

en �n de setion. Notre rédution assoie à tout graphe planaire G(V;E; F ) une formule '(G)

onstruite de la façon suivante :

� Ensemble de variables de '(G) : Chaque arête e 2 E[E

0

a une variable booléenne assoiée

thik

e

, qui exprime que e est grasse dans C [ D. Le hoix des raines r

1

et r

2

détermine

une diretion pour la forêt D où haque noeud pointe vers son père : haque sommet-fae

f 2 V

0

de degré d possède d variables booléennes assoiées father

e

0

f

, une pour haque arête

e

0

= (f; g) 2 E

0

, et qui est vraie ssi e

0

2 D et g est le père de f dans D.

'(G) est la onjontion des formules exprimant les ontraintes suivantes :

� �C est une k-Ham partition de G� : Pour haque sommet v 2 V de degré d ayant pour

arêtes inidentes e

1

; � � � ; e

d

, on génère la ontrainte 2=N(thik

e

1

; � � � ; thik

e

d

).

� �D est le Ham-dual de C� : Pour haque arête e 2 E ave e

0

= dual(e), on génère les lauses

(thik

e

_ thik

e

0

) et (:thik

e

_ :thik

e

0

).

� �Toute fae hormis r

1

et r

2

a exatement un père� : Pour haque sommet-fae f 2 V

0

de

degré d, f =2 fr

1

; r

2

g, ayant pour arêtes inidentes e

0

1

; � � � ; e

0

d

, on génère la ontrainte

1=N(father

e

0

1

f

; � � � ; father

e

0

d

f

)
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� �Les deux raines jumelles r

1

et r

2

n'ont pas de père� : Pour haque arête e

0

2 E

0

inidente

à une raine r 2 fr

1

; r

2

g, on génère la lause unitaire

(:father

e

0

r

)

� �L'orientation du Ham-dual D est ohérente� : Pour haque arête e

0

= (f; g) 2 E

0

, on

génère les ontraintes

(father

e

0

f

=) thik

e

0

)

(father

e

0

g

=) thik

e

0

)

(thik

e

0

=) father

e

0

f

_ father

e

0

g

)

(:father

e

0

g

_ :father

e

0

f

)

La formule '(G) est de taille linéaire en jG+G

0

j et sa orretion est une onséquene immé-

diate des Lemmes 4.24 et 4.26. La parimonie déoule de la possibilité de �xer r

1

et r

2

dans deux

faes voisines hoisies. De plus, la Fig. 4.28 montre omment plonger le système Sat dans le plan

au niveau de haque fae en utilisant un nombre linéaire de rossovers parimonieux pour Plan-

Sat, e qui termine la preuve de la proposition 4.1, sous l'hypothèse qu'on sait implémenter les

ontraintes 1=N et 2=N linéairement et parimonieusement dans le plan.

e

e’= dual (e)

face f
(non racine)

thick

thick

father

father

e’

f
e’

e

e’
g k/N

sommet de variable

sommet de clause implicite

(représenté par l’hyperarete)

crossover

contrainte k/N (...), pour k= 1 ou 2

2/N

2/N 2/N

1/N

2/N

une face du graphe système SAT correspondant

Fig. 4.28 � Plongement du système SAT dans le plan au niveau d'une fae

4.3.3 Implémentation des ontraintes 1/N et 2/N dans le plan

Nous odons la ontrainte 1=N(x

1

; � � � ; x

d

) en simulant une paire de suites booléennes ([a

k

℄; [x

k

℄)

de longueur d, où [a

k

℄ est une suite monotone non-roissante débutant à a

0

= 1, et où x

k

= 1

ssi k est le dernier rang tel que a

k

= 1, e.g., [a

k

℄ = [1; 1; 1; 0; 0; 0℄ et [x

k

℄ = [0; 0; 1; 0; 0; 0℄. La

monotonie [a

k

℄ est odée par la lause unitaire (a

1

) ainsi que les lauses (a

k+1

=) a

k

), pour tout

k < d, qui ne signi�e rien d'autre que a

k+1

� a

k

.

La suite [x

k

℄ est odée par (x

d

() a

d

) et pour tout k < d par (x

k

() (a

k

^:a

k+1

)) dont le

développement en lauses est (:x

d

_a

d

), (:a

d

_x

d

), (:x

k

_a

k

), (:x

k

_:a

k+1

), (:a

k

_a

k+1

_x

k

).

Un plongement planaire de 1=N(� � �) est la haîne de tétraèdres de la Fig. 4.29.

Le odage de la ontrainte 2=N(x

1

; � � � ; x

d

) suit la même idée. Nous simulons deux paires de

suites booléennes �nies ([a

k

℄; [y

k

℄) et ([b

k

℄; [z

k

℄) omme présenté plus haut, telles que [y

k

℄ et [z

k

℄

ontiennent exatement un �un�. Ensuite, nous dé�nissons le veteur [x

k

℄ omme le �ou bit-à-bit�

des veteurs [y

k

℄ et [z

k

℄, e qui se ode par (x

k

() y

k

_ z

k

) pour tout k � d, et se développe en

les lauses (:x

k

_ y

k

_ z

k

), (:y

k

_ x

k

), (:z

k

_ x

k

).
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Pour que [x

k

℄ ontienne deux �un� et non un seul, il faut de plus ontraindre que y

i

= 1 et

z

j

= 1 pour deux indies distints i, j. L'une des sous-séquenes de �uns� initiale dans [a

i

℄ et [b

i

℄

doit être stritement plus longue que l'autre. A�n de rester parimonieux, nous hoisissons que

e soit toujours la sous-séquene de [a

k

℄ qui soit stritement plus ourte que elle de [b

k

℄. Cei se

fait par l'ajout des lauses (:a

k

_ b

k

) et (:y

k

_ :z

k

) pour tout k � d.

Un plongement �presque� planaire pour la simulation de 2=N(� � �) est la triple haîne de té-

traèdres de la Fig. 4.30. �Presque�, pare que la séquene [x

k

℄ ne se trouve pas le long de la

fae externe omme il se doit pour un gadget planaire. Cei se orrige en rajoutant d rosso-

vers parimonieux a�n de faire évader la séquene [x

k

℄ vers la frontière de la fae externe (voir

Fig. 4.31).

a1 a2 a3 a4 a5 ad

xdx5x4x3x2x1

Fig. 4.29 � Codage planaire, linéaire et parimonieux de la ontrainte 1=N(x

1

; � � � ; x

d

)

b1 b2 b3 b4 b5 bd

y3

x1 x2 x3 x4 xd

a2 a3a1 a4 a5

y2y1 y4 yd

zdz1 z2 z3 z4

ad

y5

z5

x5

Fig. 4.30 � Codage presque planaire d'une ontrainte 2=N(x

1

; � � � ; x

d

)

b1 b2 b3 b4 b5 bd

y3

x1 x2 x3 x4 xd

a2 a2 a3 a3a1 a4 a5

x1

y2y1

x3 x4

y4 yd

zdz1 z2 z3 z4

x1
a5a4

x2 x3 x4
adad

x5

x5

y5

z5

x5

x2

Fig. 4.31 � Codage planaire, linéaire et parimonieux d'une ontrainte 2=N(x

1

; � � � ; x

d

)
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4.4 Sat et les problèmes de ardinalité

Nous terminons e hapitre en montrant brièvement deux rédutions linéaires et parimo-

nieuses entre Vertex-Cover et Sat. Pour la rédution de Sat à Vertex-Cover, nous partons

enore du problème intermédiaire

1

3

-Sat.

Soit '(V;L) le système

1

3

-Sat à réduire à Vertex-Cover. On onstruit un graphe G de la

manière suivante : Pour haque variable v 2 V de degré d(v) dans le graphe de formule G

'

(i.e.,

ave d(v) ourrenes dans '), on réé un 4d(v)-yle (v

k

1

; v

k

2

; v

k

3

; � � �)

1�k�d(v)

. Pour haque

1

3

-

lause (a; b; ) 2 L, on hoisit trois 4-hemins (a

i

1

; a

i

2

; a

i

3

; a

i

4

), (b

j

1

; b

j

2

; b

j

3

; b

j

4

), (

k

1

; 

k

2

; 

k

3

; 

k

4

), enore

non-utilisés dans les yles orrespondants, et on les onnete ave trois nouveaux sommets A,

B, C, omme montré sur la Fig. 4.32.

Lemme 4.27 Les ouvertures dans G de ardinalité � 8jLj sont alors en bijetion ave les

assignements satisfaisant '.

Preuve Soit K une ouverture de G ; Colorions les éléments de K en blan, et les

autres sommets en noir. Pour ouvrir un yle de longueur paire 2n, il faut au moins

n sommets blans, et la seule solution pour atteindre ette borne est un bioloriage

alternant blan/noir. Aussi, pour ouvrir un triangle, il faut au moins deux sommets

blans dans e triangle. Tous es triangles et yles sont disjoints. La �ouverture�

de tous les yles assoiés aux variables néessite don un nombre total de sommets

blans au moins égal à

1

2

P

v2V

4d(v) = 2

P

v2V

d(v) = 2�3jLj = 6jLj, et le oloriage

des triangles néessite au moins 2jLj sommets blans, soit au total au moins 8jLj

sommets dans K. La limite imposée est déjà atteinte, et don e shéma de oloriage

est le seul possible.

Le gadget simulant une

1

3

-lause (a; b; ) étant symétrique par rapport à a, b, , on

peut supposer que les deux sommets blans du triangle sont A et C (les deux autres

possibilités donneront les deux autres on�gurations). B étant noir, b

j

3

et 

k

2

doivent

être blans pour ouvrir leur arête ommune ave B. La règle du bioloriage alternant

sur les yles de variables implique ensuite que b

2

et b

4

sont noirs et b

1

est blan. De

même 

1

et 

3

sont noirs et 

4

est blan. Ensuite, le sommet b

2

étant noir, a

4

doit

être blan pour ouvrir leur arête ommune. La règle du bioloriage alternant sur les

yles de variables implique ensuite que a

1

et a

3

sont noirs et a

2

est blan. On véri�e

failement que toutes les arêtes du gadget simulant la

1

3

-lause sont bien ouvertes.

Exatement un yle de variable parmi les trois, ii le yle de la variable b a ses

sommets d'indies impairs oloriés en blan, e qui établit la bijetion ave les trois

assignements satisfaisant une

1

3

-lause. �

Par ailleurs, on voit sur la Fig. 4.32 que si G

'

est planaire alors le graphe G onstruit par

notre rédution est aussi planaire, et don Sat et Plan-

1

3

-Sat se réduisent bien linéairement et

parimonieusement resp. à Vertex-Cover et à Plan-Vertex-Cover, omme annoné dans

la Prop. 4.5.

Nous n'esquissons que rapidement l'idée de la rédution linéaire et parimonieuse reiproque

de Vertex-Cover à Sat : Soit G(V;E) le graphe de l'instane d'entrée et k la ardinalité

maximale autorisée pour la ouverture. Il est lair que si l'on génère la lause x _ y pour toute

arête (x; y) 2 E, on exprime que toute arête doit être ouverte. Il reste à réer un gadget de taille

O(jV j) alulant le nombre de variables vraies parmi jV j et stokant le résultat en binaire dans

log jV j variables. Contraindre ensuite e poids à être inférieur à k se fait failement en log jV j en

odant un iruit arithmétique ave Sat.
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a

bc
B

C A

simulation par Vertex−Cover

pas dans la couverture

dans la couverture

variable mise à faux

variable mise à vrai

a1 a2 a3 a4

c4

c3

c1

c2

b1

b2

b3

b4

une 1/3−clause (a,b,c)

Fig. 4.32 � Rédution linéaire, parimonieuse et planaire de

1

3

-Sat à Vertex-Cover

Pour obtenir un additionneur de taille O(jV j), il su�t d'e�etuer un diviser-pour-régner sur

les additions : Supposons pour simpli�er que n = jV j est une puissane exate de 2, i.e., n = 2

`

.

On e�etue les additions niveau par niveau, ave `+ 1 niveaux (de 0 à `) : Le niveau 0 onsiste

en une liste de 2

`

nombres de 1 bit (X

0

0

; � � � ;X

2

`

�1

0

), et qui sont les variables même que l'on veut

ompter. Pour tout 1 < k � `, le niveau k est onstitué de 2

`�k

nombres (X

0

k

; � � � ;X

2

`�k

�1

k

), tels

que X

j

k

= X

2j

k�1

+ X

2j+1

k�1

. Comme la somme de deux nombres de b bits tient dans b + 1 bits,

haque nombre de niveau k a k + 1 bits.

+ + + + + + + + + + + + + + + +

+

++

+ + +

++ +++ + + +

+

niveau 5

niveau 4

niveau 3

niveau 2

niveau 1

niveau 0

32 variables à additionner

somme sur 6 bits

2 nombres de 5 bits

4 nombres de 4 bits

8 nombres de 3 bits

16 nombres de 2 bits

Fig. 4.33 � Un shéma simple d'additionneur linéaire

Ainsi, la liste de niveau ` est onstituée d'un seul nombre X

0

`

de `+1 bits ontenant le résultat

désiré. Coder toutes es additions binaires dans Sat ave un shéma lassique de propagation

des retenues prend un temps et un espae O(s(n)) où s(n) est le nombre total de bits sur tous

les niveaux, or :

s(n) =

P

`

k=0

(k + 1)2

`�k

=

P

`

`

0

=0

P

`

0

k=0

2

k

=

P

`

`

0

=0

(2

`

0

+1

� 1)

= 2

P

`

`

0

=0

2

`

0

� (`+ 1)

= 2(2

`+1

� 1)� (`+ 1)

= 4n� (`+ 3)

= O(n)
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Le gadget est bien linéaire et est failement implémentable parimonieusement, e qui onlut la

desription de ette rédution.

De façon générale, e shéma d'additionneur linéaire permet de réduire linéairement et par-

imonieusement à Sat tous les problèmes de ontraintes loales soumis à une ontrainte globale

de ardinalité :

Corollaire 4.28 Tous les problèmes �de ontraintes loales ave ardinalité� tels que Max-Sat,

Dominating-Set, Vertex-Cover, et. sont linéairement et parimonieusement rédutibles à

Sat.
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preserve la planarité

ne préserve pas la planarité

no.11

no.10

no.4

no.2

no.6

no.3no.5

no.7

no.8

no.1 no.9

UHAM−PATH

UHAM−CYCLE

DHAM−CYCLE

DHAM−PATH DHAM−PATH(x,y)

DHAM−PATH(x,y)

UHAM−PATH(x,y)

Fig. 5.1 � Shéma de d'inter-rédutions entre variantes de Hamilton

5.1 Introdution

Ce hapitre établit l'équivalene linéaire et parimonieuse de toutes les variantes du problème

Plan-Hamilton qui ont été itées dans les préliminaires, renforçant ainsi le résultat prinipal

du hapitre préédent : l'équivalene linéaire et parimonieuse de Plan-Sat et Plan-UHam-

Cyle.

Proposition 5.1 Toutes les variantes de Plan-Hamilton sont linéairement et parimonieuse-

ment équivalentes à Plan-Sat.

Par ailleurs, nos rédutions aux variantes non-orientées de Plan-Hamilton produiront des

graphes de degré maximal borné à 4, dans un premier temps, puis à 3, et par onséquent :

Proposition 5.2 Toutes les variantes non-orientées de Plan-Hamilton sur les graphes de

degré maximal 3 sont linéairement et parimonieusement équivalentes à Plan-Sat.

Nous ommençons par présenter les rédutions triviales entre les di�érentes variantes de

Hamilton. Certaines ne préservent pas la planarité. Nous présentons ensuite des rédutions

plus élaborées qui la préservent tout en restant linéaires et parimonieuses.

5.2 L'équivalene des variantes non-planaires de Hamilton

Il est faile d'inter-réduire linéairement et parimonieusement toutes les variantes de Hamil-

ton dé�nies lors des préliminaires si l'on n'exige pas que le graphe d'arrivée soit planaire ou à

degré borné. La Fig. 5.1 montre le graphe des onze rédutions élémentaires établissant l'équi-

valene des six problèmes UHam-Path, UHam-Cyle, UHam-Path(x; y), et DHam-Path,

DHam-Cyle, DHam-Path(x; y). On onstate que e graphe des rédutions est fortement

onnexe omme il se doit pour établir l'équivalene des problèmes, mais qu'il ne l'est plus dès

lors que l'on supprime l'un des trois ars en pointillé qui représentent les rédutions ne préservant

pas la planarité. Ces rédutions simples ne permettent don pas d'établir l'équivalene linéaire

et parimonieuse des variantes planaires de Hamilton.

Nous présentons brièvement es onze rédutions dans l'ordre de numérotation du graphe de

la Fig. 5.1, et nous proposons ensuite un shéma de rédution qui reste valable dans le plan.

Rédution no.1 : de UHam-Cyle à DHam-Cyle Soit G(V;E) le graphe non-orienté de

départ. Pour obtenir le graphe d'arrivée G

0

, il su�t simplement de remplaer haque arête (u; v)

de G par deux ars anti-parallèles (u; v) et (v; u). En l'état, la rédution est linéaire et préserve

la planarité mais elle double le nombre de solutions ar à haque yle Hamiltonien non-orienté

orrespondent deux iruits de sens opposés. Pour supprimer les doublons, il su�t de privilégier
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un sens sur l'autre. Cei s'e�etue de la façon suivante : on hoisit arbitrairement un sommet v

de degré 2 dans G. On peut toujours supposer qu'un tel sommet existe grâe au gadget en �roue

de vélo� de la Fig. 4.27 présenté dans le hapitre préédent, qui ne modi�e pas le nombre de

yles Hamiltoniens dans un graphe non-orienté. Ses deux arêtes inidentes (v; x) et (v; y) ont

été remplaées par les quatre ars (x; v), (v; x), (y; v), (v; y). Il su�t de supprimer un ar entrant

et un ar sortant, par exemple (y; v) et (v; x), de sorte que tout yle Hamiltonien C dans G (qui

ontient néessairement le 2-hemin (x; v; y)) est toujours simulé par un seul iruit, qui n'est

autre que C orienté dans le sens (x; v; y), le sens opposé ayant été éliminé. Voir Fig. 5.2

v v v v

y

x x

y y

x x

y

Fig. 5.2 � Shéma simple de rédution de UHam-Cyle à DHam-Cyle

Rédution no.2 : de UHam-Path(x; y) à DHam-Path(x; y) Le prinipe est le même que

elui de la rédution préédente. On remplae toutes les arêtes par deux ars anti-parallèles.

Là enore, la rédution est linéaire et préserve la planarité, mais double le nombre de solutions

puisqu'à haque hemin non-orienté (x; � � � ; y) orrespondent les deux orientations (x; � � � ; y) et

(y; � � � ; x). La suppression des doublons est ependant plus simple : il su�t des supprimer tous

les ars entrants en x et tous les ars sortants en y. Cei onstitue également une rédution à

DHam-Path.

Rédution no.3 : de UHam-Cyle à UHam-Path(x; y) Là enore, nous pouvons supposer

que le graphe G de départ ontient un sommet de degré 2 grâe au gadget en �roue de vélo� de

la Fig. 4.27 qui préserve le nombre de yles Hamiltoniens dans un graphe non-orienté. Soit v

un tel sommet et u, w ses deux seuls voisins. La rédution onsiste simplement à supprimer v et

poser x = u et y = w.

Rédution no.4 : de UHam-Path(x; y) à UHam-Path Trivialement, il su�t de rajouter

deux sommets x

0

et y

0

au graphe G de départ, ainsi que les arêtes (x; x

0

) et (y; y

0

).

Rédution no.5 : de UHam-Path à UHam-Cyle Soit G(V;E) le graphe non-orienté de

départ. Le graphe d'arrivée G

0

est simplement obtenu en réant un nouveau sommet x, et une

nouvelle arête (x; y) pour tout y 2 V . Comme tout yle Hamiltonien C dans G

0

passe par

haque sommet, il passe en partiulier par x via un 2-hemin (u; x; v) ave u; v 2 V , et les yles

Hamiltoniens C dans G

0

sont en orrespondane bijetive ave les hemins Hamiltoniens dans G.

La rédution est don linéaire et parimonieuse, mais on voit sur la Fig. 5.3 qu'elle ne préserve

pas la planarité si tous les sommets de V ne partagent pas une fae ommune.

Rédution no.6 : de DHam-Cyle à DHam-Path(x; y) L'idée de ette rédution est la

même que elle de la rédution no.3 : il s'agit de asser les iruits Hamiltonien en un point

de passage foré. On utilise une version orientée du gadget en �roue de vélo� de la Fig. 4.27.

Dans ette version, on remplae dans le graphe de départ G un sommet s quelonque de degré

k > 2 par le gadget illustré sur la Fig. 5.4 : Les ars pendants de e gadget orrespondent aux

ars inidents de s. Les autres ars sont des paires d'ars anti-parallèles simulant les arêtes de
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Fig. 5.3 � Shéma simple de rédution de UHam-Path à UHam-Cyle

la version non-orientée du gadget en �roue de vélo�. Le nombre de iruits Hamiltoniens dans G

n'est pas modi�é par le remplaement de s par e gadget. Ce gadget fait en outre apparaître un

triplet (u; z; v) tel que z n'est traversé que par les deux 2-hemins orientés (u; z; v) et (v; z; u).

Tout iruit Hamiltonien dans G doit don ontenir un de es deux 2-hemins. Notre graphe

d'arrivée G

0

est don obtenu en supprimant le sommet z, et en posant x = u et y = v. Les

iruits Hamiltoniens dans G sont alors en bijetion ave les hemins Hamiltoniens orientés dans

G

0

allant soit de x à y, soit de y à x. La rédution est linéaire, parimonieuse et préserve la

planarité. Notons que sa orretion utilise le fait que x et y peuvent être indi�éremment point

de départ ou point d'arrivée.

un sommet s de degré 6 et une traversée de s roue de vélo orientée associé à s et le chemin orienté correspondant à sa traversée

z z

ss

u v u v

Fig. 5.4 � Roue de vélo, version orientée

Rédution no.7 : de DHam-Path(x; y) à DHam-Path Trivialement, à l'instar de la rédu-

tion no.4, il su�t de rajouter deux sommets x

0

et y

0

au graphe G de départ, ainsi que les paires

d'ars anti-parallèles (x; x

0

), (x

0

; x) et (y; y

0

), (y

0

; y).

Rédution no.8 : de DHam-Path à DHam-Cyle Cette rédution est essentiellement la

même que la no.5, sa version non-orientée. Soit G(V;A) le graphe de départ. Pour obtenir le

graphe d'arrivée G

0

, on réé un nouveau sommet x, et on réé une paires d'ars anti-parallèles

(x; y) et (y; x) pour tout sommet y de V . Comme la rédution no.5, ette rédution est linéaire

et parimonieuse mais ne préserve pas la planarité.

Rédution no.9 : de DHam-Cyle à UHam-Cyle Soit G(V;A) le graphe orienté de

départ. On onstruit le graphe d'arrivée G

0

(V

0

; E

0

) de la façon suivante : Pour tout sommet

v 2 V , on réé le 2-hemin (i

v

; 

v

; o

v

) dans G

0

, où i

v

, 

v

et o

v

sont de nouveaux sommets, et
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pour tout ar (x; y) 2 E, on ajoute dans E

0

l'arête (o

x

; i

y

). La rédution est lairement linéaire

et parimonieuse, mais omme illustré sur la Fig. 5.5, elle ne préserve pas la planarité.

Fig. 5.5 � Shéma simple de rédution de DHam-Cyle à UHam-Cyle

Rédution no.10 : de DHam-Path

���!

(x; y) à DHam-Path(x

0

; y

0

) Trivialement, il su�t de

réer deux nouveaux sommets x

0

et y

0

ainsi que les ars (x

0

; x) et (y

0

; y).

Rédution no.11 : de UHam-Path(x; y) à DHam-Path

����!

(x

0

; y

0

) Il su�t de remplaer

haque arête du graphe de départ par une paire d'ars anti-parallèles et de réer les ars (x

0

; x)

et (y; y

0

) où x

0

et y

0

sont de nouveaux sommets.

5.3 L'équivalene des variantes de Plan-Hamilton

On le voit, les deux points de bloage pour la préservation de la planarité sont :

� la simulation de hemins par des yles (rédutions no.5 et no.8),

� la simulation de yles orientés par des yles non-orientés. (rédution no.9).

La suite de e hapitre présente omment remplaer e shéma par elui de la Fig. 5.6. Dans

e nouveau shéma, les rédutions no.5, no.8 et no.9 disparaissent au pro�t de quatre autres

rédutions préservant la planarité :

� De UHam-Path et UHam-Path(x; y) à UHam-Cyle, deux rédutions essentiellement

identiques.

� De DHam-Path et DHam-Path(x; y) à UHam-Cyle, également essentiellement iden-

tiques.

Le prinipe ommun de es rédutions est de remplaer haque sommet v de degré k d'un

graphe G par un gadget g(v) à k portes, et simuler haque arête (u; v) par la fusion des portes

orrespondantes dans g(u) et g(v). Une porte est simplement une paire d'arêtes pendantes. Il

s'agit de simuler un hemin Hamiltonien H dans G par un yle Hamiltonien empruntant les

portes orrespondant aux arêtes empruntées par H, le yle se refermant au niveau des gadgets

no.11

no.10

no.4

no.2

no.6

no.7

PLAN−UHAM−PATH(x,y)PLAN−UHAM−PATH

PLAN−DHAM−PATH PLAN−DHAM−PATH(x,y)

PLAN−DHAM−CYCLE

PLAN−UHAM−CYCLE

PLAN−DHAM−PATH(x,y)

no.3

no.1

Fig. 5.6 � Shéma d'inter-rédutions entre variantes de Plan-Hamilton
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g(x) et g(y) orrespondant aux extrémités x et y de H, omme montré sur la Fig. 5.7. Nous

appellerons es gadget g(u) des handeliers.

5.3.1 Variantes non-orientées : le gadget petit handelier

Lorsque l'on réduit UHam-Path (ou UHam-Path(x; y)) à UHam-Cyle, on appelle tout

handelier g(u) un petit handelier

5

. Les on�gurations d'un petit handelier à k portes se divisent

en deux motifs :

� motif 1 : la on�guration utilise exatement une porte parmi k. A l'intérieur du gadget, un

seul hemin joint les deux arêtes de la porte utilisée.

� motif 2 : la on�guration utilise exatement deux portes parmi k, et rien d'autre. A l'inté-

rieur du gadget, il y a deux hemins, joignant haun l'arête à main gauhe d'une porte à

l'arête à main droite de l'autre porte.

motif de type 1

(1 porte utilisée)

motif de type 2

(2 portes utilisées)

types de configurations

Fig. 5.7 � Notre shéma de rédution de Plan-UHam-Path à Plan-UHam-Cyle

Selon le problème que l'on veut réduire, Un petit handelier g(u) à k portes fontionne selon

un mode parmi 3, et doit aepter :

� mode 1 : tous les motifs 1 et rien d'autre. C'est le as pour les gadgets g(x) et g(y) lorsque

l'on réduit UHam-Path(x; y).

� mode 2 : tous les motifs 2 et rien d'autre. C'est le as pour tout gadget g(u), x 6= u 6= y,

lorsque l'on réduit UHam-Path(x; y).

� mode 3 : tous les motifs 1 et 2 et rien d'autre. C'est le as pour tout gadget g(u), lorsque

l'on réduit UHam-Path.

Notons que tout yle Hamiltonien H dans un graphe onstruit à partir de petits handeliers

utilise au moins deux handeliers selon le motif 1, ar sinon le yle ne peut se refermer. De plus,

H ne peut utiliser plus de deux gadgets selon e même motif, ar sinon H ne serait pas un et un

seul yle. Don H utilise toujours exatement deux handeliers selon le motif 1. Il déoule alors

naturellement que :

� si tous les petits handeliers g(u) fontionnent en mode 3, la onstrution est une rédution

de UHam-Path à UHam-Cyle, et

� si tous les petits handeliers g(u), x 6= u 6= y, fontionnent en mode 2, et que g(x) et

g(y) fontionnent en mode 1, la onstrution est une rédution de UHam-Path à UHam-

Cyle.

5.3.2 Variantes orientées : le gadget grand handelier

Lorsqu'on réduit DHam-Path (ou DHam-Path(x; y)) à UHam-Cyle, on appelle tout

handelier g(u) un grand handelier. Une porte d'un tel gadget g(u) est une porte d'entrée ou

une porte de sortie selon qu'elle simule un ar entrant ou sortant en u. Ses on�gurations se

divisent également en deux motifs analogues à eux du petit handelier :

5

Les handelles arriveront plus tard. . .
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� motif 1 : la on�guration utilise exatement une porte, indi�éremment d'entrée ou de sortie.

� motif 2 : la on�guration utilise exatement deux portes, une d'entrée et une de sortie.

motif de type 1

(1 porte utilisée)

motif de type 2

(1 porte de chaque type utilisée)

types de configurations

Fig. 5.8 � Notre shéma de rédution de Plan-DHam-Path à Plan-UHam-Cyle

Là enore, selon le problème que l'on veut réduire, un grand handelier g(u) à k portes doit

aepter, selon les modes d'utilisation :

� mode 1 : tous les motifs 1, et rien d'autre. C'est le as pour les gadgets g(x) et g(y) lorsque

l'on réduit DHam-Path(x; y).

� mode 2 : tous les motifs 2, et rien d'autre. C'est le as pour tout gadget g(u), x 6= u 6= y,

lorsque l'on réduit DHam-Path(x; y).

� mode 3 : tous les motifs 1 et 2. C'est le as pour tout gadget g(u), lorsque l'on réduit

DHam-Path.

Selon le même raisonnement que i-dessus, tout yle HamiltonienH dans un graphe onstruit

à partir de grands handeliers doit utiliser exatement deux handeliers selon le motif 1. De plus,

l'un des deux utilise une porte d'entrée et l'autre utilise une porte de sortie, ar sinon :

� si les deux handeliers de motif 1 utilisaient une porte de sortie alors il existerait un

handelier utilisant deux portes d'entrée, un motif interdit, et

� symétriquement, si les deux handeliers de motif 1 utilisaient une porte d'entrée alors il

existerait un handelier utilisant deux portes de sortie, un motif également interdit.

Il déoule alors naturellement que :

� si tous les grands handeliers g(u) fontionnent en mode 3, la onstrution est une rédution

de DHam-Path à UHam-Cyle, et

� si tous les grands handeliers g(u), x 6= u 6= y, fontionnent en mode 2, et que g(x) et

g(y) fontionnent en mode 1, la onstrution est une rédution de DHam-Path à UHam-

Cyle.

Cei établit la orretion de nos rédutions de substitution dans le shéma 5.6. Il reste à

implémenter linéairement et parimonieusement les gadgets planaires petit handelier et grand

handelier. Pour e faire, il faut savoir faire des additions en binaire ave Plan-Hamilton, a�n

de ompter les portes utilisées.

5.3.3 Gadgets fontionnels pour l'arithmétique

Nous voulons obtenir un gadget planaire fontionnel (au sens de la dé�nition 4.10 du hapitre

préédent) nommé ADD, alulant la somme de deux nombres de n bits sous la forme d'un

nombre de n+1 bits. Nous utilisons ii un simple shéma de propagation de retenue. Rappelons

que la somme de deux nombres a et b d'au plus n bits tels que bin(a) = (a

n�1

; � � � ; a

0

) et

bin(b) = (b

n�1

; � � � ; b

0

) est un nombre  d'au plus n+1 bits tel que bin(s) = (s

n

; � � � ; s

0

), bin(a),

bin(b) ainsi qu'une liste de retenues (

n

; � � � ; 

0

) véri�ent les onditions :

� 

0

= 0,

� pour tout 0 � i < n, 

i+1

= MAJ(a

i

; b

i

; 

i

), dé�ni par 

i+1

= (a

i

^ b

i

)_ (b

i

^ 

i

)_ (

i

^ a

i

),

� pour tout 0 � i � n, s

i

= ODD(a

i

; b

i

; 

i

), dé�ni par s

i

= a

i

� b

i

� 

i

.
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0 1 0 1 10 0 1 0 1 10 10 1 0 1 0

in

or

inBABA

and or and

and

xor

A B in

and

implémentationfonction XOR (A,B) une configuration typique : XOR (0,1)=1

Fig. 5.9 � Le gadget pour la fontion XOR

0 10 1 0 1 0 10 10 1 0 1 0 10 1 0 1 0 1 0 1

CBACBA A B C

xor

xor

xor

xor
odd

la fonction ODD(A,B,C) implémentation une configuration typique ODD(1,0,1) = 0

inin in

Fig. 5.10 � Le gadget pour la fontion ODD

Nous avons don besoin des gadgets fontionnels assoiés aux fontions XOR, MAJ et ODD

pour implémenter ADD. Nous les implémentons naturellement ave les gadgets fontionnels

NOT, AND et OR déjà obtenus dans le hapitre préédent, à la manière d'un iruit arithmétique.

La fontion XOR(a; b) = a�b est implémentée par son développement en DNF (a^:b)_(:a^b),

et les fontion MAJ et ODD sont implémentées par leur expressions données plus haut. Les

implémentations de XOR, MAJ et ODD sont représentées sur les Figs. 5.9, 5.10, 5.11. Leurs

onventions restent elles des gadgets fontionnels données au hapitre préédent.

En�n, l'implémentation du gadget ADD est présentée sur la Fig. 5.12. Nous ne prouvons pas

la orretion et la parimonie de es gadgets planaires, qui vont toutes de soi. Notons que la

planarité des gadgets est à nouveau obtenue par l'utilisation d'un ertain nombre de rossovers

�ip-�ap-�ops dé�nis au hapitre préédent. Dans un gadget ADD sur des opérandes de n bits,

le nombre de rossovers est �(n

2

), les �(n) �ls de l'opérande de droite étant traversés par �(n)

�ip-�ap-�ops établissant la onnexion de l'opérande de gauhe au iruit arithmétique. Le gadget

planaire ADD est don de taille quadratique en n, mais omme toutes les additions que nous

ferons dans les handeliers s'e�etueront sur un nombre O(1) de bits, tout gadget planaire ADD

utilisé dans un handelier sera de taille O(1).

5.3.4 Implémentation du petit handelier (adre non-orienté)

Le petit handelier est implémenté sur la Fig. 5.13. Les deux sommets adjeents aux deux

arêtes pendantes de haque porte (en haut) sont onnetés par une arête, que l'on appelle le

verrou de la porte. Les verrous sont reliés entre eux en un yle alternant verrous et 2-hemins

ontenant des sommets de degré 2, de sorte que pour toute porte, toute on�guration Hamil-

tonienne emprunte soit son verrou, soit ses deux arêtes pendantes simultanément, mais jamais

son verrou et ses arêtes pendantes en même temps. Un verrou est hoisi arbitrairement omme

premier verrou pour l'ordre suivant le sens anti-trigonométrique.

On souhaite qu'il y ait une porte ou deux portes utilisées, i.e., soit 1 soit 2 verrous maigres.

Pour e faire, le handelier assoie à haque verrou v

i

deux petites handelles, une handelle
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Fig. 5.12 � Le gadget pour la fontion ADD

supérieure, et (sauf pour le premier verrou) une handelle inférieure. Une petite handelle est un

ensemble de 3 paires d'arêtes parallèles, représentant un nombre de 3 bits :

� Pour une handelle supérieure, le bit de poids faible (le plus à droite) témoigne de la

maigreur du verrou assoié. Cei est assuré par une éhelle exlusive reliant le verrou à

l'arête droite (elle odant le 1) de e bit. Les deux autres bits sont forés à 0 par un sommet

de degré 2 posé sur les arêtes gauhes (elles odant le 0) de es bits. Par onséquent, le

nombre porté par une handelle supérieure est 1 si son verrou est maigre et 0 sinon.

� Pour une handelle inférieure, les trois bits omptent le nombre de verrous maigres parmi

eux situés à gauhe de son verrou (inlus). Il s'agit don de l'aumulation additive de la

handelle supérieure assoiée et de la handelle inférieure préédente, implémenté par un

gadget ADD. Le troisième bit n'est qu'un bit de ontr�le d'over�ow et est toujours foré

à 0 par un sommet de degré 2 posé sur son arête de gauhe. Ainsi les sommes aumulées

ne dépassent jamais le nombre 3.

La dernière handelle inférieure est onnetée à une boîte noire X qui détermine le mode de

fontionnement du petit handelier. Les trois implémentations possibles de ette boîte noire sont

représentées sur la Fig. 5.14 :

� mode 1 : on souhaite exatement un verrou maigre don le bit de poids faible est foré à 1.

Les autres ont forés à 0.

� mode 2 : on souhaite exatement deux verrous maigres don le bit de poids moyen est foré

à 1. Les autres sont forés à 0.

� mode 3 : on souhaite un ou deux verrous maigres, don on fore l'exlusion des deux bits

de poids faible (ar 1 = bin(0; 1) et 2 = bin(1; 0)), et on fore le bit de poids fort à 0.

Le gadget est omplété par un hemin en�lant en zig-zag les bits des handelles et les �ls d'ali-

mentation des gadgets ADD a�n que le tout s'intègre au ollier extérieur.
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Fig. 5.13 � Le petit handelier simulant un sommet de degré 8 dans un graphe non-orienté
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Fig. 5.14 � Les modes de fontionnement du petit handelier

5.3.5 Implémentation du grand handelier (adre orienté)

Le grand handelier suit le même prinipe que le petit handelier. Seules hangent les han-

delles et la boîte noire X. Voir Fig 5.16. Les grandes handelles odent un nombre de 4 bits :

� Pour une grande handelle supérieure, le bit 0 (resp. le bit 2) témoigne de la maigreur du

verrou assoié si elui-i est onneté à une porte d'entrée (resp. à une porte de sortie).

Les bits d'over�ow 1 et 3 sont forés à 0.

� Pour une grande handelle inférieure, les deux bits de poids faible (resp. fort) aumulent

le nombre de verrous maigres onnetés aux portes d'entrée (resp. de sortie). Les bits 1

et 3 sont des bits de ontr�le d'over�ow, toujours forés à 0. Il ne peut don jamais y avoir

plus d'un verrou maigre de haque type (entrée ou sortie).

Remarque 5.3 Du fait de la présene des bits d'over�ow toujours forés à 0, un seul gadget

ADD su�t pour haque handelle inférieure, puisqu'il ne peut y avoir auune retenue propagée

entre les deux bits de poids faible (omptant les entrées utilisées) et les deux bits de poids fort

(omptant les sorties utilisées).
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Fig. 5.16 � Le grand handelier simulant un sommet de degré 5 dans un graphe orienté

Là enore, la boîte noire terminale X détermine le mode de fontionnement du grand han-

delier :

� mode 1 : on veut exatement un verrou maigre, indi�éremment de son type (entrée ou

sortie). On onnete don les bits 0 et 2 par une éhelle exlusive. Les bits d'over�ow sont

forés à 0.

� mode 2 : on veut exatement deux verrous maigres, un de haque type (entrée et sortie).

Les bits 0 et 2 sont don forés à 1, et les bits d'over�ow sont forés à 0.

� mode 3 : on veut la réunion des deux modes préédents. Il y a juste à forer les bits

d'over�ow à 0. Le gadget devant néessairement être visité, les deux autres bits ne peuvent

en e�et être tous deux nuls.

Cei termine la présentation des rédutions linéaires et parimonieuses de Plan-UHam-

Path (Plan-UHam-Path(x; y)) et Plan-DHam-Path (Plan-DHam-Path(x; y)) à Plan-

UHam-Cyle. Remarquons que si l'on développe les gadgets de es rédutions, tous se ramènent

�nalement aux gadgets AND, NOT, �ip-�ap-�op, et éhelle exlusive. Tous es gadgets sont au

plus de degré 4, et par onséquent nos rédutions sont également des rédutions à Plan-UHam-

Cyle sur les graphes de degré maximal 4. Dans la setion suivante nous faisons huter e degré

à 3, évidemment optimal.
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Fig. 5.18 � Un état loal typique pour le grand handelier en mode 2 ou 3

5.4 Variantes non-orientées de Plan-Hamilton à degré borné à 3

En fait, parmi les gadgets ités i-dessus, seul le gadget AND présente e�etivement deux

sommets de degré 4. Don si nous trouvons un substitut au gadget AND qui soit de degré au

plus 3, notre rédution devient optimale pour le degré du graphe de sortie.

L'idée est de garder le gadget AND tel qu'il est, mais en simulant juste les deux sommets de

degré 4 (le sommet entral et le sommet Est) par deux gadgets de degré inférieur, nommés resp.

CENTRAL et EST, omme montrés sur la Fig. 5.19. Comme on peut le voir sur ette �gure, le

gadget EST est en fait le gadget CENTRAL auquel deux sommets de degré 2 ont été rajoutés.

Nous laissons au leteur le soin de véri�er que le gadget CENTRAL admet les huit états

loaux montrés sur la Fig. 5.21. Il n'est pas parimonieux puisqu'il n'y a que six on�gurations :

les deux on�gurations dérivant un hemin en ligne droite Nord-Sud et Est-Ouest ayant haune

deux états loaux. Cependant le sommet entral du gadget AND n'étant jamais traversé en ligne

droite (voir Fig. 5.20), es on�gurations n'apparaîtront jamais et ne seront jamais soure de

non-parimonie.

Ce n'est pas le as du sommet Est qui, lui, peut être traversé par une ligne droite Nord-Sud.

Le gadget entral est don impropre pour le simuler parimonieusement. En revanhe, le sommet

Est n'est jamais traversé par un oude Nord-Est. Cette remarque justi�e l'implémentation du

gadget EST par une modi�ation du gadget CENTRAL onsistant en la pose de deux sommets

de degré 2 omme montré sur la Fig. 5.19. On onstate failement sur la Fig. 5.21 que la pose
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Fig. 5.19 � Comment réduire le degré maximal du gadget AND à 3
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Fig. 5.20 � Gadgets EST et CENTRAL en ation

de es sommets élimine les états loaux doublons pour les on�gurations retilignes Nord-Sud et

Est-Ouest ainsi que la on�guration en oude Nord-Est. Le gadget EST est don parimonieux

et onvient à la simulation du sommet Est du gadget AND.

Cei onlut la preuve que toute variante de Plan-Hamilton se réduit linéairement et

parimonieusement à Plan-UHam-Cyle sur les graphes de degré maximal 3.

Remarque 5.4 Notons que si l'on veut que la rédution soit parimonieuse, on ne peut éliminer

les sommets de degré 2 et obtenir un graphe omplètement ubique. En e�et, le nombre de yles

Hamiltoniens dans un graphe ubique passant par une arête �xée est toujours pair [68℄ : il n'existe

don pas de graphes ubiques ave un unique hemin Hamiltonien, par exemple.

En�n, les variantes de Plan-Hamilton sont également toutes rédutibles à Plan-UHam-

Path et Plan-UHam-Path(x; y) de degré <= 3 : En e�et, la rédution à Plan-UHam-Cyle

introduisant de nombreux sommets de degré 2 dans le graphe de sortie G, il su�t de hoisir

un sommet v de degré 2 et de �asser� les yles Hamiltoniens en v : Soient u et w ses sommet

adjaents. On supprime v et on réé deux nouveaux sommets x et y et deux nouvelles arêtes

(x; u) et (y;w). Les yles Hamiltoniens dans G avant ette transformation sont alors en bijetion
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Fig. 5.21 � Con�gurations des gadgets CENTRAL et EST

ave les hemins (aboutissant néessairement en x et y) dans G après la transformation. Ce qui

onlut la preuve de la Proposition 5.2.
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6.1 Introdution

Ce hapitre présente des résultats de reherhes menées en ollaboration ave E. Grandjean,

et qui répondent à deux préoupations liées à la logique, et plus préisément, à la omplexité

desriptive

6

:

1. La reherhe d'une aratérisation intrinsèque (logique) de la lasse des problèmes linéaire-

ment rédutibles à Sat (resp. Plan-Sat), lasse à laquelle ette thèse ontribue largement

à la suite des travaux de A. Dewdney [25℄, N. Creignou [20℄ et E. Grandjean [45℄.

2. La reherhe de(s) problèmes NP-omplets(s) dé�ni(s) par une (des) formule(s) logique(s)

minimale(s).

Le deuxième point mérite d'être expliité. Le théorème bien onnu de Fagin [28℄ établit que la

logique existentielle du seond ordre (ESO) �apture� exatement la lasse NP, autrement dit,

un problème est NP ssi il est dé�ni par une formule ESO. La question naturelle que nous nous

sommes posée à la suite de la aratérisation de Fagin est la suivante : Quelle(s) est (sont)

la (les) plus simple(s) formule(s) ESO qui dé�ni(ssen)t un (des) problème(s) NP-omplet(s) ?

Cette question est quelque peu reliée à deux artiles réents [27, 35℄ qui lassent omplètement

les lasses pré�xielles de la logique ESO portant respetivement sur les mots et les graphes (et

plus généralement sur les strutures relationnelles) selon leur apaité à exprimer des problèmes

NP-omplets ou à n'exprimer que des problèmes polynomiaux. Par exemple, le problème 3-Col

s'exprime en logique existentielle monadique du seond ordre (EMSO) ave 2 variables du premier

ordre par la formule de signature fEg (où E est la relation binaire d'arête) :

9H 9L 8x 8y

^

�

Hx _ Lx

Exy =) ((Hx�Hy) _ (Lx� Ly))

La formule i-dessus dit essentiellement qu'une ouleur (hoisie parmi trois) se ode sur un

numéro de deux bits (un bit de poids fort H et un bit de poids faible L), que le numéro zéro

ne ode auune ouleur (et don au moins un des bits doit être allumé), et que deux sommets

adjaents doivent avoir deux ouleurs di�érentes, i.e, leurs numéros doivent di�érer sur au moins

un bit.

A l'inverse, il est faile de véri�er que, sur des strutures relationnelles (omme les graphes

représentés omme i-dessus par des strutures de signature fEg, où E est un prédiat binaire),

les formules qui n'utilisent que des symboles relationnels et seulement une variable du premier

ordre, 'est-à-dire de la forme 9R 8x  (où  est sans quanti�ateur), ne dé�nissent que des

problèmes dégénérés.

La situation hange omplètement si l'on autorise des symboles de fontions soit dans la

signature � des �-strutures données en entrée, soit dans les symboles EMSO. Par exemple, [47℄

montre qu'on peut exprimer des problèmes NP-omplets, tel le problème du yle Hamiltonien,

ave des formules ESO ave 1 variable du premier ordre x, de la forme

(�) 9f 8x  (x; f ;E);

où  est sans quanti�ateur, f est une liste de symboles de fontions unaires et E est un prédiat

binaire. Plus préisément, [47℄ montre qu'un problème est dé�ni par une formule de la forme (�)

ssi e problème est reonnu en temps non-déterministe O(n) où n est le nombre de sommets du

graphe onerné.

Etudions maintenant les problèmes exprimés par des formules EMSO ave une seule variable

du premier ordre sur des stutures fontionnelles unaires.

6

Nous ne redé�nissons pas ii les notions logiques utilisées, toutes lassiques, telles les formules du premier

ordre, du seond ordre, et., qui sont dé�nies dans les livres de logique et de omplexité desriptive tels [26, 56℄.
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6.2 Problèmes loaux et lasse LIN-LOCAL

Dé�nition 6.1 (struture unaire) On appelle struture unaire toute �-struture �nie hD; f; Li

de signature unaire � = ff; Lg, 'est-à-dire formée d'une liste f de symboles de fontions unaires,

enore appelées fontions de voisinage et d'une liste L de prédiats monadiques, enore appelés

labels.

Dé�nition 6.2 (formule loale) On appelle formule loale une formule EMSO à une seule

variable du premier ordre, de la forme

(��) 9U 8x  (U; f; L; x);

où  est sans quanti�ateur, et de signature unaire � = ff; Lg. Par analogie ave un problème

de oloriage de graphe, on appelle aussi ouleurs les prédiats unaires U .

Dé�nition 6.3 (problèmes loaux) On appelle LOCAL, la lasse des problèmes dé�nis par

une formule loale sur des strutures unaires, enore appelés problèmes loaux.

Remarque 6.4 On voit failement que l'on ne hange pas la notion de problème loal en au-

torisant dans la formule (��), à la plae de U , une liste de prédiats R d'arités quelonques.

L'essentiel est de n'autoriser qu'une seule variable du premier ordre.

La lasse LOCAL est omparable, sans être identique, à la lasse notée Monadi-NLIN,

dé�nie et étudiée dans [61℄. Nous estimons qu'auune de es deux lasses ne peut être onsidérée

omme une lasse de omplexité ar auune ne possède de aratérisation intrinsèque en termes

de mahines. Plus préisément, on véri�e failement que tout problème loal A est los pour la

réunion disjointe de ses strutures, autrement dit, dès que deux strutures S et S

0

sont dans

A, leur réunion disjointe S + S

0

appartient également à A : e fait interdit que LOCAL soit

une lasse de omplexité. C'est la raison pour laquelle nous introduisons la lasse de omplexité

suivante :

Dé�nition 6.5 LIN-LOCAL désigne la lasse des problèmes linéairement rédutibles à des pro-

blèmes loaux (via des rédutions DLIN).

La dé�nition par l�ture de LIN-LOCAL est omparable à elle de la lasse LOGCFL [2,

88℄ des problèmes rédutibles aux langages algébriques (CFL= �Context Free Language�) par

rédutions LOGSPACE.

On montre que le problème Sat est LIN-LOCAL-omplet, autrement dit :

Proposition 6.6 Pour tout problème A, on a l'équivalene entre les deux points suivants :

1. A se réduit linéairement à Sat.

2. A 2 LIN-LOCAL.

Preuve

� (2 =) 1) : Il su�t de �dérouler� sur le domaine D de x, don en temps linéaire, la

partie du premier ordre 8x  (x) de la formule loale (��) qui devient

V

a2D

 (a)

et se traduit failement en une donnée de Sat.

� (1 =) 2) : voir i-dessous. Il s'agit essentiellement de oder le problème Sat en

un problème loal. Nous le ferons de quatre façons di�érentes. Dans les quatre

as, les fontions unaires de la struture obtenue pour le problème loal seront des

bijetions.
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�

Dans les hapitres préédents de ette thèse, nous nous sommes aussi intéressé à Plan-Sat

et aux problèmes linéairement rédutibles à Plan-Sat. Come nous le verrons, nos notions et

résultats �passent bien� dans le as planaire.

Dé�nition 6.7 On appelle PLAN-LOCAL la lasse des problèmes dé�nis par une formule loale

sur des strutures unaires planaires S = hD; f; Li, 'est à dire dont le graphe assoié G(') =

(V;E) où V = D et E = f(x; y) : 9f 2 f; y = f(x)g est planaire.

Dé�nition 6.8 LIN-PLAN-LOCAL désigne la lasse des problèmes linéairement rédutibles à

un problème PLAN-LOCAL.

Là enore, le problème Plan-Sat est LIN-PLAN-LOCAL-omplet, autrement dit :

Proposition 6.9 Pour tout problème A, les deux points suivants sont équivalents :

1. A se réduit linéairement à Plan-Sat ;

2. A 2 LIN-PLAN-LOCAL.

La preuve de (1 =) 2) est identique à elle de la proposition analogue pour Sat et LIN-

LOCAL, nos quatre rédutions i-dessous préservant la planarité. En revanhe, pour la preuve

de (2 =) 1), on ne peut pas simplement dérouler la formule ar alors, la planarité n'est pas

préservée. Un premier obstale est la possibilité qu'il existe des ompositions fontionnelles dans

la formule ' aratérisant un problème PLAN-LOCAL auquel se réduit A. Le lemme suivant

a�rme qu'on peut toujours éliminer les ompositions fontionnelles, au prix d'une augmentation

du nombre de prédiats unaires au seond ordre. L'intuition est que si ' ontient des ompositions

fontionnelles, 'est que de l'information utile se trouve à distane 2 ou plus de x : il su�t alors

d'utiliser des prédiats unaires supplémentaires pour rapatrier l'information à distane 1 de x.

Lemme 6.10 Toute formule loale ' = 9U8x  (U; f; L; x) est équivalente à une formule loale

'

0

= 9U

0

8x  

0

(U

0

; f ; L; x) en CNF et sans omposition de fontions.

Preuve A�n d'éliminer toutes les ompositions fontionnelles de ', i.e., les formules

atomiques de la forme P (g

n

Æ g

n�1

Æ � � � Æ g

1

(x)), ave n � 2, fg

1

; � � � ; g

n

g � f , et

P 2 L [ U , il su�t d'augmenter le oloriage U en un nouveau oloriage U

0

par le

proédé suivant : On ommene par poser  

0

=  , et U

0

= U . Puis, pour haque

formule atomique � dans  de la forme P (g

n

Æ g

n�1

Æ � � � Æ g

1

(x)) ave n � 2 et

P 2 L [ U :

� On ajoute à U

0

les prédiats P

g

n

; P

g

n

Æg

n�1

; � � � ; P

g

n

Æ���Æg

2

;

� On remplae � dans  

0

par P

g

n

Æ���Æg

2

(g

1

(x)) ;

� Pour tout 2 � j < n, on ajoute dans  

0

les lauses orrespondant à la ontrainte

P

g

n

Æ���Æg

j

(x) () P

g

n

Æ���Æg

j+1

(g

j

(x)) ;

� On ajoute dans  

0

les lauses orrespondant à la ontrainte P

g

n

(x) () P (g

n

(x)).

�

Notons que les ouleurs nouvellement ajoutées dans U

0

sont omplètement déterminées par

les aniennes sous '

0

, et don une struture S a toujours le même nombre de solutions pour '

(valeurs de U) que pour '

0

(valeurs de U

0

).
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Muni de e lemme, nous pouvons maintenant supposer que � est sans omposition fontion-

nelle, et prouver la partie (2 =) 1) de la Prop. 6.9. Il s'agit de onstruire un sous-système

Plan-Sat de taille O(d(x)) simulant la ontrainte  autour d'un élément x de degré total d(x).

On utilise abondamment le rossover parimonieux de Lihtenstein [62℄ pour Plan-Sat, présenté

lors des préliminaires :

Preuve (de la partie (2 =) 1) de la Prop. 6.9) Il nous faut plusieurs gadgets

intermédiaires pour onstruire notre simulateur, que l'on nommera VAR :

� Etant données n variables booléennes plongées sur le �té Ouest d'un arré, il est

faile de les dupliquer sur le �té Sud et le �té Est de e arré en utilisant O(n

2

)

rossovers : voir le gadget DUP de la Fig. 6.1. Si n = O(1), alors la taille de e

gadget est aussi O(1).

a2

b2

c2

d2

e2

a2

b2

c2

d2

e2

a1

b1

c1

d1

e1

a b c d e

d1

c1

b1

a1

edcba

crossover pour PLAN−SAT

variable

e1

DUP

représentation implémentation

Fig. 6.1 � Le gadget DUP

� Etant donnée une formule propositionnelle  en CNF de m lauses portant sur n

variables, on peut failement simuler  dans le plan, en haînant m gadgets DUP

de �té n, onnetés à leurs voisins par les �tés Ouest et Est, et en laissant les

n �tés Sud libres pour y branher les m lauses de  : voir le gadget PSI de la

Fig. 6.2. Là enore, le gadget est de taille O(1) si m = O(1) et n = O(1).

ba dc e ba dc e ba dc e ba dc e

PSI

e
d
c
b
a a

b
c
d
e

DUP DUP DUP DUP

représentation implémentation

c1 c2 c3 c4

Fig. 6.2 � Le gadget PSI

� Le gadget VAR est onstruit ainsi : Pour une struture S = hD; f; Li, on hoisit

n = (k + 1) � (p + q), où k = jf j, p = jLj et q = jU j. Pour un élément x donné

de D, les variables booléennes plongées le long d'un �té Ouest d'un gadget DUP

représentent, dans l'ordre, du Nord au Sud : un premier blo portant les p + q

valeurs de L(x) et U(x) pour un ordre �xé sur L [ U , suivi de k blos analogues
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portant haun les p + q valeurs de L(f

i

x) et U(f

i

x), pour 1 � i � k, mais pour

l'ordre inverse de elui �xé pour le premier blo. Ces k+1 blos forment un �slot�.

Si d = d(x) est le degré total de x, on haîne d � 1 gadgets DUP onnetés par

les slots Ouest et Est, le dernier gadget DUP étant onneté par son slot Est au

�té Ouest d'un gadget PSI. On �xe les labels L de x par des lauses unitaires sur

le premier blo du premier slot. Les d � 1 slots Sud des gadget DUP plus le slot

Ouest du premier gadget DUP onstituent les d slots libres s

i

(x), 1 � i � d, du

gadget VAR qui vont permettre les onnetions aux gadgets VAR des d voisins de

x : voir Fig. 6.3. Le gadget VAR est bien de taille O(d).

...

...

...

...

...

DUP DUP DUP PSI

L1(x) L2(x)

x f1 f2 x f1 f2 x f1 f2 x f1 f2L1(y)L2 (y)

bits de couleurs bits de labels

ordre des bits pour x

ordre des bits pour y=fi(x)

bits de labels bits de couleurs

clauses unitaires déterminant les labels de x

U2(y) U1(y)

U2(x)U1(x)

slot s1(x) slot s2(x) slot s3(x) slot sd(x)

Fig. 6.3 � Le gadget VAR

� La rédution est la suivante : Pour tout élément x de degré total d = d(x) dans D,

onstruire un gadget VAR(x) muni de d slots libres. Chaque �èhe (x; y = f

i

(x))

est assoiée à une paire de slots libres, disons s

a

(x) dans VAR(x) et le slot s

b

(y)

dans VAR(y), en respetant le plongement planaire de S : on fusionne simplement

les variables du blo f

i

de s

a

(x) ave les variables orrespondantes du blo y de

s

b

(y), a�n de rapatrier dans VAR(x) les bits d'informations stokés dans VAR(y)

qui sont néessaires au gadget PSI ontenu dans VAR(x). Comme on peut le voir

sur la Fig. 6.4, ela s'e�etue sans roisement dans le plan, grâe à l'ordre inverse

hoisi pour les blos f

i

à l'intérieur de haque slot.

b

d

c

a
f1

f1

f1 f2

f2

f1

f2 f1 c f2 f1 c

a f1 f2

f2 f1 a

f2f1bf2f1b

f2 f1 af2

VAR (a)

f2f1af2

f1

a

VAR (b)

VAR (c)

VAR (d)

d

vue locale d’une structure planaire autour d’un élement a transformation à PLAN−SAT

Fig. 6.4 � Les gadgets VAR onnetés ensemble
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�

Cei termine la preuve de la LIN-LOCAL-di�ulté de Sat et de la LIN-PLAN-LOCAL-

di�ulté de Plan-Sat. Combinées ave la LIN-LOCALITE de Sat et la LIN-PLAN-LOCALITE

de Plan-Sat (qui vont être démontrées de plusieurs manières dans les quatre setions suivantes),

les équivalenes linéaires, obtenues dans les deux derniers hapitres, de Plan-Hamilton et

Plan-Sat d'un �té, et de Vertex-Cover et Sat d'un autre �té, montrent :

Corollaire 6.11 Toutes les variantes du probleme Plan-Hamilton sont LIN-PLAN-LOCAL-

omplètes.

Corollaire 6.12 Vertex-Cover est LIN-LOCAL-omplet.

La rédution de Sat à Vertex-Cover étant planaire, on a également :

Corollaire 6.13 Plan-Vertex-Cover est LIN-PLAN-LOCAL-dur.

En fait, le simple gadget Sat de taille O(n) additionnant O(n) bits, exposé à la �n du

hapitre 4, montre que la lasse LIN-LOCAL reste inhangée si l'on augmente la formule loale

ave des ontraintes globales de ardinalité :

Corollaire 6.14 Les problèmes linéairement rédutibles aux problèmes sur strutures unaires

aratérisés par une formule loale �augmentée� de la forme suivante restent des problèmes de

lasse LIN-LOCAL :

9U 8x  (U; f; L; x) ^  

0

(U;L)

où  

0

est une ombinaison booléenne de �formules atomiques� de la forme #P

1

? #P

2

, ave

P

1

; P

2

2 L [ U , et ?2 f�;�; <;>;=; 6=; g.

Dans les quatre setions qui suivent, La LIN-LOCALITE de Sat et la LIN-PLAN-LOCALITE

de Plan-Sat vont être prouvées de quatre façons di�érentes, par des transformations linéaires

et planaires de Sat (resp. Plan-Sat) à des problèmes loaux di�érents, tous sur strutures

bijetives. A haque fois, nous ra�nerons notre stratégie a�n d'obtenir la forme la plus pure

possible pour le problème loal d'arrivée, tant au niveau de la signature de la struture que de la

formule loale. Au �nal, nous obtiendrons l'unique problème NP-omplet logiquement dé�ni sur

strutures fontionnelles qui soit minimal sous plusieurs ritères sur la signature de la struture

et sur la formule loale.

6.3 Un problème NP-omplet sur des strutures bijetives

Par un simple odage de Sat, il est faile d'obtenir un problème NP-omplet sur des stru-

tures bijetives n'utilisant que deux bijetions si l'on ne s'impose pas d'autres restritions sur la

signature et sur la formule.

L'enodage est le suivant. Soit I une instane de Sat . I est enodée en une hD; f; Li-struture

S munie de deux bijetions f = (e; n) et deux labels L = (N;F ) où :

� Le domaine D est l'ensemble des ourrenes des variables booléennes de I.

� Les ourrenes d'une même variable sont reliées ensemble par un e-iruit (e omme

�équivalene�) qui assure la ohérene de leur valuation.

� Les ourrenes de variables dans une même lause sont reliées par un n-iruit pour un

ordonnanement arbitraire de elle-i (n omme �next�).
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� Le label N (N pour �Negative�) indique si une ourrene est négative.

� Le label F (F pour �First�) indique si une ourrene est la première dans sa lause pour

un ordonnanement arbitraire de elle i.

2
y

1
z

3
z

2
z

x
2

x
3

x
1

1
y

1
t

2
t

3
t

3
yy

c

z

x

t

variable

clause relation d’occurrence

une 4−clause
un encodage possible avec deux bijections

fonction e

fonction n

éléments vérifiant N(e)=1

éléments vérifiant N(e)=0

Fig. 6.5 � Enodage de la lause x _ :y _ z _ t pour Plan-�

1

La formule utilise deux prédiats quanti�és existentiellement : A et T . Soit  = `

1

_ � � � _ `

k

une lause de longueur k. Pour 1 � j � k, on note pre�x

j

() la lause partielle `

1

_� � �_`

j

. L'idée

est de oder l'assignement des variables par le prédiat T (T omme �True�) et de maintenir dans

A (A omme �Aumulator�) les valeurs de vérités aumulées de pre�x

j

() pour j roissant, d'où

l'intérêt du marqueur First qui permet de repérer à la fois le début et la �n de la lause (next

dérivant un iruit le long de C, x est la dernière ourrene dans la lause ssi Fnx, i.e., son

suivant est la première ourrene dans la lause). On doit forer A à s'aligner sur la valeur de

T en début de lause et forer A à être vrai en �n de lause. Voir Fig. 6.5. Le problème, que l'on

nommera �

1

, est dérit par la formule '

1

suivante :

�

1

: S = hD; (e; n); (N;F )i j= '

1

'

1

: 9T;A 8x

^

8

>

>

<

>

>

:

(Nx () Nex) () (Tx () Tex) (i)

Fx =) (Ax () Tx) (ii)

:Fnx =) (Anx () (Tnx _Ax)) (iii)

Fnx =) Ax (iv)

La linéarité, la orretion et la parimonie de la transformation sont immédiates (remarquons

également sur la Fig. 6.5 qu'elle préserve la planarité) :

� La règle (i) assure que toutes les ourrenes d'une même variable ont des valuations

ohérentes.

� La règle (ii) initialise l'aumulateur du premier littéral de haque lause .

� La règle (iii) aumule les valeur de vérité des pré�xes de  pour tous les aumulateurs

qui ont un prédéesseur.

� La règle (iv) fore le dernier aumulateur à témoigner que  est satisfaite.

Nous pouvons onlure que :

Propriété 6.15 Sat et Plan-Sat sont resp. rédutibles à �

1

et Plan-�

1

, linéairement et

parimonieusement.
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Ce premier enodage semble failement améliorable sur un point : on doit pouvoir se débar-

rasser du label N enodant le signe des ourenes en doublant la taille du domaine à raison d'un

élément a

v

par ourrene de variable v, plus son suesseur e(a

v

) représentant son opposé, et en

forçant la valeur de T à alterner le long des e-iruits. Il semble moins évident de se débarrasser

de l'un des deux prédiats quanti�és existentiellement.

6.4 Un seul prédiat unaire dans la signature et au seond ordre

Dans ette setion, nous montrons qu'il existe un problème NP-omplet sur les strutures

bijetives n'utilisant que deux bijetions, un seul label et un seul prédiat au seond ordre,

toujours par enodage de Sat. La première idée est d'exploiter la remarque préédente pour se

débarrasser du label de signe N . La seonde idée est de se débarrasser du marqueur de début de

lause F en odant ette information impliitement dans l'agenement des fontions. Mais pour

ela, nous avons besoin de séparer les éléments �ourrenes� des éléments �aumulateurs�.

a
z,c

a
x,c

a
y,c

p
y,c

n
y,c z,c

p

z,c
n

n
x,c

p
x,c

F
c

T
c

c

y

x

z

variable

clause relation  d’occurrence

éléments x vérifiant A(x)=1

éléments x vérifiant A(x)=0

fonction o

fonction s

Fig. 6.6 � Enodage de la lause :x _ y _ z pour Plan-�

2

L'enodage est le suivant. Soit I une instane de Sat. I est enodée par une hD; f; Li-struture

S munie de deux bijetions f = (s; o) et d'un label L = (A) où :

� Le domaine D se divise en deux parties. Premièrement, D omprend l'ensemble des our-

renes de variables et de leurs opposés : Pour haque ourrene v



d'une variable v dans

une lause  de I, on note p

v;

et n

v;

les éléments assoiés à v



, resp. positifs et négatifs.

Deuxièment, D omprend un élément a

`;

pour tout littéral ` apparaissant dans une lause

. Cet élément a pour r�le d'aumuler les valeurs de vérité sur le pré�xe orrespondant

de la lause  (disjontion partielle). En�n, haque lause  a deux élements assoié F



et

T



(F



pour �False� et �First�, T



pour �True� et �Terminal�), que l'on forera à représenter

resp. les onstantes fausse et vraie, et qui nous permettront de marquer le début et la �n

de la lause .

� s est la fontion suesseur à la fois pour les ourrenes et les aumulateurs : Les éléments

p

v;

et n

v;

assoiés à une même variable v dérivent un n-iruit tel que n

v;

= s(p

v;

) a�n
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d'avoir un iruit alternant les signes ; De plus, pour haque lause  = `

1

_ � � � _ `

k

ainsi

ordonnée, on onstruit le s-iruit (T



; a

`

k

;

; � � � ; a

`

1

;

; F



). Notons que l'aumulation des

valeurs le long des pre�xes de  se fera à rebours de s.

� o est prinipalement la fontion d'ourrene : Pour toute ourrene d'une variable v dans

une lause  sous la forme du littéral `, soit a

`;

l'élément aumulateur assoié, y = p

v;

ou n

v;

l'élément ourrene assoié du signe de `, et z = n

v;

ou p

v;

l'élément ourrene

de signe opposé, inutilisé. On onstruit le o-iruit (a

`;

; y), ainsi que la o-boule (z).

� L'astue forant le bon omportement de T



et F



onsiste à onstruire le o-iruit (F



; T



)

pour toute lause , ainsi qu'à onsidérer T



omme un élement aumulateur, mais pas

F



: Les éléments véri�ant le prédiat A (A omme �Aumulateur�) sont exatement les

a

;v

et les T



.

Voir la Fig. 6.6 pour la onstrution. La formule utilise ette fois un seul prédiat quanti�é

existentiellement, T (T pour True) qui est ensé porter :

� la valeur de vérité des ourrenes pour les p

v;

et les n

v;

,

� la valeur de vérité des pré�xes de lauses pour les a

`;

,

� la valeur vraie (resp. fausse) pour les T



(resp. les F



).

Le problème �

2

est dérit par la formule '

2

suivante :

�

2

: S = hD; (s; o); (A)i j= '

2

'

2

: 9T 8x

^

�

:Ax =) (Tx� Tsx) (i)

Ax =) (Tx () (Tsx _ Tox)) (ii)

La linéarité de la onstrution et sa préservation de la planarité sont immédiates. En e

qui onerne la orretion, remarquons tout d'abord que les s-�èhes (F (); T ()), (y; a

`;

) et la

o-boule (z) pour z = p

v;

ou n

v;

sont �muettes� : elles ne véhiulent auune ontrainte puisque :

� seule la règle (ii) de la formule utilise la fontion o, et

� ette règle est gardée par la prémisse Ax, qui est fausse pour les antéédents de es s-�èhes.

La ohérene de la valuation des éléments ourrenes d'une même variable déoule trivia-

lement de la règle (i) le long des s-iruits reliant les ourrenes. Ensuite, pour toute lause

 = `

1

_ � � � _ `

k

ainsi ordonnée :

� Comme s(F



) = T



et A(F



) = 0, la règle (i) fore T (F



) = :T (T



).

� De plus, omme les éléments x de la s-haine (T



; a

`

k

;

; � � � ; a

`

1

;

; F



) véri�ent tous A(x) =

1 à l'exeption de F



, la règle (ii) fore la séquene de valeurs booléennes T (x) à être

monotone déroissante le long de ette haine (rappelons que l'aumulation se fait à

rebours des s-�èhes).

Par onséquent, on a à la fois T (T



) � F (T



) et T (T



) 6= T (F



), 'est-à-dire T (F



) = 0 et

T (T



) = 1. La séquene monotone roissante le long de la s-haine est don ultimement non

nulle, et il existe un unique j tel que T (a

`

j

;

) = 1 et T (s

�1

a

j;

) = 0, e qui, par la règle (ii),

implique T (y) = 1, pour y = o(a

j;

), 'est-à-dire l'ourrene n

v;

ou p

v;

.

Toute lause  est don satisfaite, et il y a une bijetion entre les valuations V satisfaisant I

et les prédiats T satisfaisant S :

� Pour toute variable v et toute lause  de I, V (v) = T (p

v;

) = 1� T (n

v;

)

� Pour toute lause  = `

1

_ � � � _ `

k

de I, et pour tout 1 � j � k, T (a

`

j

) = V (pre�x

j

()).

� Pour toute lause , T (T



) = 1 et T (F



) = 0.

Cei démontre la orretion et la parimonie de la transformation :

Propriété 6.16 Sat et Plan-Sat sont resp. rédutibles à �

2

et Plan-�

2

, linéairement et

parimonieusement.
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Jusque là, nos deux transformations ont en ommun d'exploiter les prédiats-labels des élé-

ments omme prémisses à gauhe d'une impliation a�n de ourt-iruiter les règles selon la

nature des éléments. Ce dernier label peut être éliminé : Dans la setion suivante, nous montrons

qu'il existe un problème NP-omplet sur les strutures bijetives n'utilisant que deux bijetions,

auun label et toujours un seul prédiat au seond ordre.

6.5 Elimination totale des prédiats unaires dans la signature

A�n d'éliminer le dernier prédiat unaire (label) de la signature, nous exploitons les deux

idées développées au ours des deux transformations préédentes, à savoir :

� pour haque variable, un iruit pour ses ourrenes dédoublées, en alternant les signes

positifs et négatifs.

� l'opposition des valeurs de vérité de deux éléments spéiaux et ontigus dans le iruit

d'aumulation de la valeur de vérité des pré�xes de lauses, ombinée ave la monotonie

déroissante de la valeur de vérité irulant le long de e iruit.

La di�ulté est que les éléments ourrenes et les éléments aumulateurs �ne onnaissent pas

leur identité� puisqu'ils ne disposent pas du prédiat �label� pour les renseigner.

Notre formule va prinipalement exploiter les propriétés de l'opérateur logique NAND, et

en partiulier le fait qu'il soit omplet pour la logique propositionnelle, 'est-à-dire que tous les

autres opérateurs booléens s'expriment en fontion de NAND :

� NOT(x) = NAND (x; x) = NAND (x; 1), et

� OR(x)= NAND (NOT (x),NOT (x)).

Dans l'enodage de Sat que nous allons onstruire, les deux bijetions de la struture n'ont

pas vraiment une sémantique partiulière (elles sont même interhangeables, la formule étant

symétrique à leur égard) : nous les appellerons don simplement f et g. Le problème, que l'on

nommera �

nand

est dérit par la formule suivante :

�

nand

: S = hD; (f; g); ;i j= '

nand

'

nand

: 9U 8x Ux () :(Ufx ^ Ugx)

qu'il sera intéressant par la suite d'érire sous la forme lausale équivalente :

'

nand

: 9U 8x

^

8

<

:

:Ux _ :Ufx _ :Ugx (i)

Ux _ Ufx (ii)

Ux _ Ugx (iii)

Les propriétés du NAND nous permettront de onstruire nos aumulateurs. En e qui

onerne la première propriété, forer y = NOT (x) par la onstrution y = NAND (x; x) n'est

pas très pratique pour l'exploitation future de x dans une struture ave deux bijetions, ar la

onstrution monopolise les deux seules �èhes disponibles vers x. La onstrution y = NAND

(x; 1) semble plus viable, mais il faut être apable de générer la onstante vraie de telle façon

qu'une �èhe soit toujours disponible pour pointer sur ette onstante vraie. C'est le r�le du

gadget suivant :

Propriété 6.17 Le gadget True, montré sur la Fig. 6.7 et dérit par le g-iruit (�; �), le f -

iruit (�; ) et la f -boule (�), n'admet qu'une valuation U satisfaisant '

nand

: U(�) = 1,

U(�) = 0, U() = 1. Une g-�èhe reste disponible pour pointer sur  et onsulter la onstante

U() = 1. De plus, la g-�èhe sortant du gadget est �muette�, i.e., U(g) est à priori libre.
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l’unique valuation satisfaisante U

libre
g−flèche pendantes

implémentation

g−flèches pendantes
x U(x)= 1= true

x U(x)= 0= false

notations convention de couleurssymbolisation

True
f−flèche

g−flèche

γα γ αβ β

Fig. 6.7 � Le gadget True pour le problème �

nand

Preuve La règle (ii) appliquée à � implique U(�) = 1 à ause de la f -�éhe (�).

Ensuite, la règle (i) appliquée à � implique U(�) = 0 à ause de la g-�èhe (�; �)

En�n, la règle (i) appliquée à � implique U() = 1 à ause de la f -�èhe (�; ).

U(g) reste libre ar quel que soit U(g) :

la règle (i) appliquée à  est de toute façon satisfaite par U(f) = U(�) = 0.

� les règles (ii) et (iii) appliquées à  sont de toute façon satisfaites par U() = 1.

Un seul assignement est don possible, et on véri�e failement qu'il satisfait les trois

règles (i) � (iii) en haun des trois points �, �, . �

Remarque 6.18 La règle (iii) est inutile à la fois pour la orretion et la parimonie du gadget

True.

Par la suite, on notera g(True) = x lorsque g() = x et g(y) = True lorsque g(y) = ,

pour le sommet  d'un gadget True quelonque. De même un g-iruit (s; � � � ; ; � � � ; t) sera noté

(s; � � � ; T rue; � � � ; t).

L'enodage de Sat est le suivant (voir Fig 6.8). Soit I une instane de Sat :

� Pour haque variable x

i

de I ayant k ourenes, on rée 2k éléments x

j

i

, nx

j

i

, pour 1 �

j � k, que l'on relie par le f -iruit (x

1

i

; nx

1

i

; � � � ; x

k

i

; nx

k

i

). Les x

j

i

et nx

j

i

représentent resp.

x

i

et :x

i

.

� Pour haque lause 

i

= `

1

_� � �_`

k

de I et ainsi ordonnée, on rée un élément n

0

i

et 2k élé-

ments 

j

i

, n

j

i

, pour 1 � j � k, que l'on relie par le f -iruit (n

k

i

; 

k

i

; n

k�1

i

; 

k�1

i

; � � � ; n

1

i

; 

1

i

; n

0

i

).

Pour haun des k + 1 n

j

i

, (0 � j � k), on réé un gadget True, et l'on rée le g-iruit

(n

j

i

; T rue). Un élément 

j

i

représente l'aumulateur pour pre�x

j

(

i

) et n

j

i

représente son

opposé. L'élement n

0

j

marque le début et la �n de la lause.

� Pour la j

ème

ourrene d'une variable v

i

apparaissant sous la forme du littéral `

j

0

dans

une lause 

i

0

= `

1

_ � � � `

k

, on rée deux gadgets True et les deux g-iruits (

j

0

i

0

; y; T rue)

et (z; T rue), où :

� y = nx

j

i

et z = x

j

i

si `

j

0

i

0

est positif.

� y = x

j

i

et z = nx

j

i

si `

j

0

i

0

est négatif.

Propriété 6.19 La onstrution exposée i-dessus est une transfomation linéaire et parimo-

nieuse de Sat, resp. Plan-Sat, au problème �

nand

, resp. Plan-�

nand

.
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TrueTrue True

j
C

j
C

j
C

j
C

nC
j

True

nC
j

nC
j

nC
j

nC
j

nx
i

i
x

nx
i

nx
i

nx
i

nx
i i

x
i

x
i

x
i

x

True True

True

j
C

i
x

j
C

4

34 2

3

1 0

2 1

........ ................

........ ........ ........ ........ ........ ........ ........ ........

1122

3

3445 5

........

f−flèche

g−flèche

la clause        est de longueur  4

la variable       a 5 occurrences.  L’occurrence 3 est positive dans la clause

g−circuit non affiché

Fig. 6.8 � Enodage d'une lause pour Plan-�

nand

Pour des raisons de présentation, nous déoupons la preuve en deux parties. La première sera

réutilisable pour établir un résultat de la setion suivante.

Preuve (première partie) Soit U un prédiat sur D satisfaisant '

nand

. Notons

que quels que soit les booléens a et b, a = NAND (b; 1) implique a = 1 � b par les

règles (i) et (ii). Ce qui signi�e que si l'on a f(x) = y et g(x) = True, la f -�èhe se

omporte omme un inverseur. Cei établit que :

� L'assignement des ourrenes est ohérente :

U(nx

1

i

) = � � � = U(nx

k

i

) = 1� U(x

1

i

) = � � � = 1� U(x

k

i

)

pour toute variable x ayant k ourrenes. En e�et : haun des x

j

i

a sa g-�èhe

vers un gadget True et sa f -�èhe vers nx

j

i

, don nx

j

i

= 1 � x

j

i

pour tout j ; De

plus, haun des nx

j

i

a aussi sa g-�èhe vers un gadget True et sa f -�èhe vers

x

j+1

i

(en posant j + 1 = 1 si j = k), don U(x

j+1

i

) = 1� x

j

i

pour tout j. D'où le

résultat.

� Pour toute lause 

i

de longueur k et tout 1 � j � k, U(n

j

i

) est bien l'opposé

de U(

j

i

) à ause de la g-�èhe (n

j

i

; T rue) et de la f -�èhe (n

j

i

; 

j

i

). De plus

U(

0

i

) = 1 � U(n

k

i

) = U(

k

i

), à ause de la g-�èhe (n

0

i

; T rue) et de la f -�èhe

(n

0

i

; 

k

i

).

Remarque 6.20 Notons que la règle (iii) n'intervient pas dans ette première partie de preuve.

Preuve (deuxième partie) Pour toute lause 

i

de longueur k et tout 1 � j � k,

on a U(

j

i

) =NAND (U(y); U(n

j�1

i

)) où U(y) est l'opposé de la valeur du j

ème

littéral `

j

dans 

i

, et U(n

j�1

i

) = 1� U(

j�1

i

). Don U(

j

i

) = OR (U(`

j

); U(

j�1

i

)) :
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les 

j

i

sont bien des aumulateurs et la séquene des U(

j

i

) est monotone roissante

pour j roissant, à rebours des f -�èhes.

Il déoule que U(n

0

i

) = 1 : en e�et, si l'on avait U(n

0

i

) = 0, on aurait immédiatement

U(

1

i

) = 1 et la séquene monotone roissante serait onstante, égale à 1, ave en

partiulier U(

k

i

) = 1, une ontradition puisque U(n

0

i

) = U(

k

i

). Le r�le de n

0

i

est

don double :

� Il initialise la séquene d'aumulation : U(

1

i

) =NAND (U(n

0

i

); U(y)) où U(y) est

l'opposé de la valuation du littéral `

1

, et don U(

1

i

) représente bien l'assignement

de `

1

omme voulu : U(

j

i

) est bien la U -valuation de pre�x

j

(

i

) pour tout 1 �

j � k.

� Il termine la séquene d'aumulation en forçant U(

k

i

) = U(n

0

i

) = 1. La séquene

monotone roissante des U(

j

i

) initialisée à U(`

0

) doit don être ultimement non

nulle, e qui signi�e que la lause doit être validée.

�

On voit que jusqu'à une étape avanée de la preuve, on n'utilise pas entièrement les propriétés

de l'opérateur NAND, mais uniquement les règles (i) et (ii). On peut don se demander si

l'on peut enore appauvrir la formule, ii en termes de longueur et de nombre de lauses, et

toujours obtenir une formule apturant des problèmes NP-omplets. Dans la setion suivante,

nous montrons que l'on peut e�etivement se débarrasser de la règle (iii).

6.6 L'unique problème minimalement NP-omplet

Soit �

min

le problème LIN-LOCAL dé�ni sur les strutures bijetives S = hD; f; Li utilisant

deux bijetions f = (f; g) et auun prédiat �label� (i.e., L = ;), et dérit par la formule '

min

suivante n'utilisant qu'un prédiat quanti�é existentiellement :

�

min

: S = hD; (f; g); ;i j= '

min

'

min

: 9U 8x

^

�

:Ux _ :Ufx _ :Ugx (i)

Ux _ Ufx (ii)

dont la forme DNF équivalente est Æ

min

:

Æ

min

: 9U 8x

_

8

>

>

<

>

>

:

Ux ^ :Ufx

Ux ^ :Ugx

Ufx ^ :Ux

Ufx ^ :Ugx

Il s'agit de '

nand

débarrassée de sa règle (iii). Nous allons montrer que non seulement le

problème �

min

est NP-omplet, mais aussi que la formule '

min

qui le dé�nit est la formule

minimale, sous plusieurs ritères, et unique (à quelques symétries près) qui dé�nit un problème

NP-omplet. Nous établissons tout d'abord que :

Propriété 6.21 La même rédution linéaire et parimonieuse de Sat, resp. Plan-Sat, au pro-

blème �

nand

, resp. Plan-�

nand

, (f. Propriété 6.19) est également une rédution linéaire mais

ette fois non parimonieuse de Sat, resp. Plan-Sat, au problème �

min

, resp. Plan-�

min

.



6.6. L'unique problème minimalement NP-omplet 121

La formule '

min

étant '

nand

débarrassée de sa règle (iii), la remarque 6.18 nous permet

d'a�rmer que le gadget True ontinue de fontionner orretement et parimonieusment ave

'

min

. De plus, par la remarque 6.20, il su�t juste de réérire la deuxième partie de la preuve

de la Propriété 6.19. Ce que l'on perd dans ette partie est la orrespondane bijetive entre la

valuation du pre�xe pre�x

j

(

i

) d'une lause 

i

et U(

j

i

) :

Preuve A e stade, nous savons que toute prédiat U satisfaisant '

min

sur la

struture S représente une valuation ohérente des ourrenes de haque littéral (à

i �xé, les U(x

j

i

) sont identiques pour tout j et les U(nx

j

i

) leur sont opposés). De

plus, pour toute lause 

i

de longueur k, les U(

j

i

) sont opposés aux nC(

j

i

) pour

1 � j � k, et U(n

0

i

) = U(

k

i

).

La règle (ii) de '

min

fore U(x

j+1

i

)_U(nx

j

i

) pour 0 � j < k, 'est-à-dire U(x

j+1

i

)_

:U(x

j

i

), que l'on peut érire omme U(x

j

i

) =) U(x

j+1

i

), et on obtient à nouveau

que la séquene des U(

j

i

) est monotone roissante pour j roissant, à rebours des f -

�èhes. On réobtient aussi U(n

0

i

) = 1 : en e�et, si l'on avait U(n

0

i

) = 0, la règle (i)

impliquerait U(

1

i

) = 1 et la séquene monotone roissante serait onstante, égale à

1, ave en partiulier U(C

k

i

) = 1, une ontradition puisque U(n

0

i

) = U(

k

i

). Comme

U(

k

i

) = U(n

0

i

), la séquene est ultimement non nulle.

Nous montrons maintenant que pour toute lause 

i

= `

1

_� � �_`

k

, l'élément 

j

i

, j > 1,

joue bien son r�le d'aumulateur lorsque I(`

j

) = 0 mais qu'il peut partiellement

ignorer un assignement I(`

j

) = 1 en ne faisant pas basuler la séquene des U(

j

i

) de

0 à 1 :

� Pour j = 1, la règle (i) fore :U(

1

i

) _ :U(n

0

i

) _ :U(y), où U(y) = 1 � I(`

1

) et

U(n

0

i

) = 1. On a don :U(

1

i

) _ I(`

1

), que l'on peut réérire omme U(

1

i

) =)

I(`

1

).

� Pour j > 1, la règle (i) fore :U(

j

i

)_:U(n

j�1

i

)_:U(y), où U(y) = 1� I(`

j

) et

U(n

j�1

i

) = 1�U(

j�1

i

). On a don :U(

j

i

)_U(

j�1

i

)_ I(`

j

) que l'on peut réérire

omme U(

j

i

) =) I(`

j

) _ U(

j�1

i

).

Cependant, la séquene étant monotone roissante, ultimement non nulle, et initiali-

sée à I(`

1

) ou 0, exatement un des aumulateurs assoiés à un littéral satisfaisant

la lause devra fontionner orretement en faisant basuler la séquene de 0 à 1. �

Notons toutefois que e genre de non parimonie peut être transformée en parimonie faible

ave un fateur exponentiel sur le nombre de solutions, en utilisant la omposition de rédutions :

Sat �

1

3

-Sat � Sat � �

min

Les deux premières rédutions, qui ont été présentées dans les préliminaires, sont parimonieuses.

Rappelons que la rédution de

1

3

-Sat à Sat assoie à toute

1

3

-lause (x; y; z) le sous-système de

lauses :

^

8

>

>

<

>

>

:

x _ y _ z

:x _ :y

:y _ :z

:z _ :x

Tout assignement I satis�ant e sous-système satisfait la 3-lause et deux 2-lauses en un unique

littéral. La 2-lause restante est satisfaite par ses deux littéraux. Par onséquent, pour l'enodage

de haun de es sous-systèmes dans la troisième rédution Sat � �

min

, seule ette dernière

2-lause est soure de non parimonie : le méanisme d'aumulation pouvant se délenher sur
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deux aumulateurs au hoix. Pour un système de k

1

3

-lauses ayant s solutions, il y a don 2

k

�s

solutions pour l'instane de �

min

obtenue. De plus, omme toutes les rédutions de la haîne

préservent la planarité, on peut onlure que :

Corollaire 6.22 Il existe une rédution linéaire, planaire et faiblement parimonieuse de Sat,

resp. Plan-Sat, au problème �

min

, resp. Plan-�

min

.

Nous allons maintenant montrer que '

min

est l'unique formule sur strutures fontionnelles

qui soit minimale pour plusieurs ritères tout en exprimant un problème NP-omplet. Ces ritères

sont résumés dans la Table 6.1. L'uniité suppose de prendre en ompte un ertain nombre de

symétries syntaxiques résumées dans la Table 6.2.

signature 2 de fontions unaires CNF ('

min

) nombre de lauses 2

nombre de symboles EMSO 1 longueur 5

nombre de variables FO 1 DNF (Æ

min

) nombre d'antilauses 3

nombre d'atomes distints 3 longueur 6

Tab. 6.1 � Critères de minimalité sur la formule EMSO

Théorème 6.23 Supposons P 6= NP. Parmi les problèmes logiquement dé�nis sur des strutures

fontionnelles par une formule EMSO de la forme :

9U 8x  (U; f; L; x)

(où  est sans quanti�ateur, sans omposition fontionnelle, et sans égalité) �

min

est un

problème minimalement NP-omplet pour les ritères de la Table 6.1, dans la mesure ou une

ontrainte plus forte sur l'un de ses ritères rend le problème déidable en temps déterministe

polynomial même si tous les autres ritères sont relahés.

De plus, '

min

est l'unique formule EMSO minimale en CNF qui dérit un problème NP-

omplet sur strutures bijetives et sur strutures bijetives planaires (aux symétries près de la

Table 6.2).

Nous prouvons séparément la minimalité et l'uniité.

Preuve (Minimalité) Examinons haun des huit ritères de minimalité :

Minimalité de la signature (= 2 fontions, 0 label) Si l'on n'a qu'une seule

fontion et un nombre illimité de labels dans la signature �, alors les omposantes

onnexes d'une �-struture S sont des monoyles, i.e., des arbres dont les raines

sont onnetées par un iruit. Une telle omposante a alors une déomposition

arboresente de largeur bornée, i.e., on peut ouvrir l'ensemble de ses élements et

de ses �èhes par un nombre linéaire de sous-ensembles V

1

; � � � ; V

n

de tailles bornées

symétrie 1 permutation de U et :U

symétrie 2 permutation de x, fx et gx

Tab. 6.2 � Symétries onsidérées
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Une composante connexe d’une structure fonctionnelle à une seule fonction
munie d’une couverture de l’ensemble de ses éléments et de ses flèches

par des sous−ensembles de taille maximale 4

Une décomposition arborescente de la structure selon la couverture ci−dessus

Fig. 6.9 � Les monoyles ont une déomposition arboresente de largeur bornée

et onstruire un arbre T sur les noeuds V

1

; � � � ; V

n

tel que pour tout élément x de la

omposante, l'ensemble des V

i

ontenant x sont onnetés dans T .

La Fig. 6.9 montre omment onstruire une déomposition arboresente de largeur 4

sur un monoyle en temps linéaire : Chaque ouple (x; fx) appartenant à un arbre

autour du iruit forme un sous-ensemble V

i

de taille 2. Un iruit entral de longueur

� 4 est déomposé en sous-ensembles de taille maximale 4 de la façon suivante :

Choisir une haîne de quatre éléments pour former un premier sous-ensemble, puis

former un seond sous-ensemble ave les deux extrémités de la haine et leur deux

voisins situés sur le iruit mais hors de la haîne. Continuer ainsi jusqu'à épuisement

des éléments du iruit. Le dernier sous-ensemble peut être de taille 3 ou 4 selon la

parité de la longueur du iruit. (On peut obtenir une largeur arboresente de 3 mais

'est inutile).

Courelle [18℄ a montré que toute propriété monadique du seond ordre (MSO), et

don en partiulier les propriétés EMSO, est véri�able en temps déterministe linéaire

sur les strutures admettant une déomposition arboresente de largeur bornée. Nous

ne donnons ii qu'une preuve limitée au as d'une EMSO ave une seule variable

quanti�ée universellement au premier ordre.

La déomposition arboresente T de haque omposante onnexe d'une telle struture

S nous permet de déider en temps linéaire déterministe si elle-i est le modèle d'une

formule de la forme 9U 8x  . Il su�t de hoisir une raine arbitraire dans T , et de

proéder de façon �bottom-up� : on traite d'abord les feuilles, puis on remonte dans

l'arbre vers la raine, niveau par niveau. En onsidérant U omme un veteur de
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bits indexé sur les éléments de la struture et en notant U [V ℄ sa restrition sur un

sous-ensemble V , le traitement d'une feuille V

i

de père V

j

onsiste à :

1. générer tous les veteurs U [V

i

[ V

j

℄ possibles. V

i

et V

j

étant de taille O(1) et

le nombre de prédiats étant O(1), il n'y a que O(1) veteurs à générer, et ei

prend don un temps O(1).

2. ne onserver que les veteurs qui véri�ent ' développée sur V

i

;

Le traitement d'un noeud interne V

j

de père V

k

onsiste à :

1. trier la liste des veteurs U [V

i

[ V

j

℄ obtenus pour tous les �ls V

i

de V

j

sur

leur restrition ommune U [V

j

℄. Cette restrition étant O(1), le tri s'e�etue en

temps linéaire, i.e., en temps proportionnel au degré du noeud.

2. ne onserver que les restritions U [V

j

℄ qui possèdent au moins une extension

U [V

i

[V

j

℄ pour tout �ls V

i

. Les veteurs étant triés sur U [V

j

℄, les extensions d'une

restrition U [V

j

℄ se trouvent en position ontiguë dans la liste triée et on peut

don e�etuer le �ltrage en une passe sur la liste, i.e., en temps proportionnel

au degré du noeud.

3. générer toutes les extensions U [V

j

[ V

k

℄ possibles à partir des veteurs U [V

j

℄

obtenus.

4. ne onserver que les veteurs qui véri�ent ' développée sur V

j

.

Le proessus s'arrête lorsqu'un ensemble de veteurs se vide pour un noeud quel-

onque. La struture est un modèle de ' si et seulement on peut remonter jusqu'à

la raine. Le traitement d'un noeud oûte un temps linéaire en son degré, et don le

oût total pour la struture est O(jSj).

Minimalité du nombre de symboles EMSO (= 1) S'il n'y a pas de symbole

au seond ordre, alors la formule est du premier ordre (FO), et dérit une propriété

AC

0

, don déidable en temps polynomial (ou en temps linéaire s'il n'y a qu'une

variable au premier ordre).

Minimalité du nombre de symboles FO (=1) Trivial.

Minimalité du nombre d'atomes distints (= 3) S'il n'y a qu'au plus deux

atomes distints dans ', alors, une fois érite en CNF, ses lauses sont trivialement

de longueur au plus 2, i.e., la formule se déplie linéairement sur la variable x en une

donnée du problème 2-Sat, don déidable en temps linéaire.

Minimalité du nombre de lauses de la CNF (= 2) Toute formule ESO qui

n'a qu'une lause en CNF dé�nit un problème trivialement satisfaisable.

Minimalité de la longueur de la CNF (= 5) Si la CNF a une longueur au

plus 4, alors seuls trois as se présentent :

(i) Toutes les lauses sont de longueur au plus 2. La formule est alors déidable en

temps linéaire, omme il a déjà été mentionné i-dessus.

(ii) Il n'y a qu'une lause de longueur 3 ou 4. Voir paragraphe i-dessus.

(iii) Il y a exatement une 3-lause et une 1-lause. La 3-lause a alors soit au plus un

littéral positif, soit au plus un littéral négatif. La formule est don soit ESO-Horn,

soit ESO-Anti-Horn, et don déidable en temps déterministe polynomial [37℄.
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Minimalité du nombre d'antilauses dans la DNF (= 3) Toute DNF ne

ontenant qu'au plus deux antilauses est équivalente à une CNF ontenant unique-

ment de lauses de longueur au plus 2.

Minimalité de la longueur de la DNF (= 6) Comme il doit y avoir au moins 3

antilauses d'après l'argument i-dessus, une DNF de longueur au plus 5 a au moins

une antilause unitaire, e qui rend le problème trivialement satisfaisable. �

Nous prouvons maintenant que '

min

est l'unique formule EMSO en CNF qui dé�nit un pro-

blème minimalement NP-omplet sur strutures bijetives et sur strutures bijetives planaires.

Preuve (Uniité de '

min

) Soit ' une formule minimalement EMSO en CNF

dé�nissant un problème NP-omplet. On sait qu'elle doit être de la forme

' : 9U 8x  (f; g; U; x)

où  est la onjontion de deux lauses C

1

et C

2

telles que jC

1

j + jC

2

j = 5, ave

jC

1

j < jC

2

j. On peut remarquer deux points :

(i) Une des deux lauses doit être monotone positive, et l'autre doit être mono-

tone négative, sinon, la formule serait toujours trivialement satisfaisable, soit par

U(x) = 1 pour tout x, soit par U(x) = 0 pour tout x.

(ii) jC

1

j = 2 et jC

2

j = 3, ar sinon C

1

serait unitaire, et la formule serait toujours

insatisfaisable. En e�et, les fontions étant des permutations, la formule 8x C

1

serait équivalente soit à 8x Ux, soit à 8x :Ux. Ce qui ontredirait 8x C

2

par le

point (i).

Par les points (i) et (ii), ' ne peut être que l'un des deux andidats '

1

et '

2

, aux

permutations près de f ave g, et de U ave :U :

'

1

(f; g) : 9U 8x (Ux _ Ufx) ^ (:Ux _ :Ufx _ :Ugx)

'

2

(f; g) : 9U 8x (Ugx _ Ufx) ^ (:Ugx _ :Ufx _ :Ux):

La formule '

1

n'est autre que '

min

. Les formules '

1

et '

2

dé�nissent essentiellement

le même problème sur les strutures bijetives (resp. sur les strutures bijetives

planaires) hD; f; gi : Car en remplaçant x par g

�1

x dans la matrie de la formule '

1

,

on obtient immédiatement l'équivalene :

hD; f; gi j= '

1

(f; g) () hD; f

0

; g

0

i j= '

2

(f

0

; g

0

);

où f

0

= g

�1

et g

0

= fg

�1

. Cela a également du sens sur les strutures bijetives

planaires lorsque l'on remarque que le graphe G(D; f; g) est planaire ssi le graphe

G(D; f

0

; g

0

) est lui-même planaire. �

6.7 Equivalene parimonieuse à Sat et NP-omplétude minimale

Nous avons vu que notre rédution de Sat au problème minimal �

min

n'est pas parimo-

nieuse, alors que notre rédution de Sat à �

nand

l'est. On peut naturellement se demander s'il

existe une formule minimale dérivant un problème parimonieusement équivalent à Sat, et s'il

est unique. Nous répondons partiellement à ette question par la proposition suivante :
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Proposition 6.24 Supposons que P 6= NP et qu'il n'existe pas de rédution parimonieuse de

Sat à �

min

. Alors, parmi les ff; gg-formules EMSO en CNF de la forme

9U 8x  (x)

(où  est sans quanti�ateur, sans égalité, sans omposition de fontions, et uniquement onstruite

sur les atomes Ux, Ufx et Ugx), '

nand

est l'unique formule minimale (aux permutations près

de x, fx, gx et de U , :U) qui dé�nit un problème NP-omplet sur strutures à deux bijetions

et qui soit parimonieusment équivalent à Sat. Plus préisément, '

nand

a un nombre minimal

de lauses (= 3), et une longueur minimale (= 7).

On ommene par prouver la minimalité de '

nand

.

Preuve (minimalité)

Minimalité du nombre de lauses (= 3) Comme il a déjà été remarqué, toute

formule EMSO de la forme requise et de�nissant un problème NP-omplet ave

seulement deux lauses a exatement une lause monotone négative et une lause

monotone positive, parmi lesquelles on a au moins une lause de longueur � 3 et

auune lause unitaire ; Don l'autre lause est de longueur 2 ou 3. Il n'y a alors que

deux formes possibles : Notre formule minimale '

min

(et ses variantes symétriques),

et la formule '

nae

dé�nie omme suit :

'

nae

: 9U 8x  

nae

(x) , où  

nae

est la formule �not-all-equal�

 

nae

: (Ux _ Ufx _ Ugx) ^ (:Ux _ :Ufx _ :Ugx):

Or, on sait que #fU : (S; U) j= 8x  

nae

(x)g est pair ar fS : S j= '

nae

g est

invariant par inversion de U et :U . Don, auune rédution de Sat au problème

�

nae

(s'il en existe une) ne peut être parimonieuse (ave la façon standard de

ompter le nombre de solutions).

Minimalité de la longueur (= 7) C'est une onséquene direte du fait qu'il doit

toujours y avoir deux lauses de longueur � 2, et au moins une autre de longueur 3.

�

En�n, voii la preuve de l'uniité de '

nand

:

Preuve (Uniité) Clairement, toute formule qui véri�e nos onditions de minima-

lité, i.e., qui a trois lauses et est de longueur 7, a exatement une 3-lause et deux

2-lauses. On remarque de plus que :

(i) Il y a au moins une lause monotone positive et au moins une lause monotone

négative ;

(ii) Auune 2-lause �ne subsume� (i.e., �n'est inluse dans�) la 3-lause ;

(iii) Chaque 2-lause doit être en désaord ave la 3-lause sur le signe de tous leur

littéraux ommuns. Sinon, en notant la 3-lause (`

1

_ `

2

_ `

3

), soit la 2-lause

est de la forme (`

1

_ `

2

) et alors elle subsume la 3-lause, soit la 2-lause est

de la forme (`

1

_ `

2

) et alors une étape de résolution sur `

1

induit la 2-lause

(`

2

_ `

3

) qui subsume à son tour la 3-lause, en ontradition ave le point (ii) ;
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(iv) Les 2-lauses ont exatement un atome en ommun : Elles en ont lairement

au moins un puisqu'il n'y a que trois atomes disponibles. Maintenant, si elles

en ont deux, elles sont en désaord sur le signe de soit un, soit deux littéraux.

Si nous avons (`

1

_ `

2

) ^ (`

1

_ `

2

), alors une étape de résolution sur `

2

induit

la 1-lause (`

1

). Et si nous avons (`

1

_ `

2

) ^ (`

1

_ `

2

), alors `

1

() `

2

, et la

3-lause se réduit soit à une 2-lause ou à �vrai� en remplaçant `

1

par `

2

;

(v) La 3-lause doit être monotone. Sinon, par le point (i), les deux 2-lauses doivent

être monotones et de signes opposés : Soit alors " le signe majoritaire de la 3-

lause. La 2-lause de signe " ne peut être en désaord sur le signe de haque

littéral de la 3-lause, ar ette dernière n'a qu'un littéral de signe ". Cei

ontredit le point (iii) ;

(vi) Les deux 2-lauses sont monotones, de même signe, et de signe opposé à elui

de la 3-lause : C'est une onséquene direte des points (iii) et (v).

Clairement, les points (iv), (v) et (vi) mis ensemble ne laissent omme formules

andidates que '

nand

et ses variantes symétriques. �
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Conlusion

Nous avons abordé dans ette thèse plusieurs problèmes liés de façon très étroite au problème

de la Satisfaisabilité, i.e., des problèmes équivalents à Sat sous rédutions véri�ant plusieurs

ritères :

� le temps linéaire, qui permet la préservation de la omplexité des problèmes,

� la parimonie, préservation du nombre de solutions entre problèmes, qui, en pratique, per-

met également de onserver la struture de l'espae des solutions des problèmes. Couplée

au temps linéaire, elle permet ainsi de onserver la omplexité de l'énumération des pro-

blèmes. Les rédutions parimonieuses de Sat permettent de prouver de façon uni�ée des

résultats de NP-omplétude, #P-omplétude, et DP-omplétude.

� la préservation de la planarité des instanes. La variante planaire d'un problème étant

généralement de omplexité plus basse que le as général, les rédutions à la fois linéaires

et planaires permettent de onserver la omplexité des problèmes planaires.

Les ontributions de ette thèse sont à la fois ombinatoires et logiques. Du point de vue

ombinatoire, nous avons amélioré des rédutions de la littérature pour lesquelles au moins un

des ritères ités plus haut � linéarité, parimonie, planarité � manquait.

Du point de vue de la parimonie, nous avons uni�é les preuves de NP-omplétude et de #P-

omplétude de la 3-olorabilité � resp. de la 3-olorabilité planaire � en établissant l'équivalene

de e problème à elui de la Satisfaisabilité � resp. de la Satisfaisabilité planaire � sous rédutions

linéaires et parimonieuses. Nous avons également montré omment planariser parimonieuse-

ment une instane 3-Col en temps quadratique en exhibant un rossover parimonieux pour

Plan-3-Col. Ces rédutions montrent également la DP-omplétude de la 3-olorabilité unique

et de la 3-olorabilité planaire unique sous rédutions polynomiales aléatoires, des résultats nou-

veaux à notre onnaissane. Seules des rédutions faiblement parimonieuses ave multipliation

par un fateur exponentiel existaient à e jour.

Du point de vue du temps linéaire et de la préservation de la planarité, nous avons montré

l'équivalene de la satisfaisabilité planaire et de l'Hamiltoniité planaire sous rédutions linéaires

et parimonieuses, et e pour de nombreuses variantes de l'Hamiltoniité planaire : iruits ou

yles Hamiltoniens, haînes ou hemins Hamiltoniens d'extrémités libres ou �xées, yles ou

hemins dans les graphes de degré maximal 3. Comme il semble a priori ne pas exister de rédu-

tion de l'Hamiltoniité générale à la satisfaisabilité générale qui soit de omplexité sensiblement

moindre que O(jEj log jV j), l'existene de rédutions linéaires dans le plan est à souligner. Cei

montre que l'Hamiltoniité n'est plus un problème de onnexité dans le plan, mais un simple

problème de oloriage sous ontraintes loales. Il suit qu'on peut appliquer à n'importe quelle va-

riante de Plan-Hamilton la stratégie de diviser-pour-régner déjà onnue pour les problèmes de

oloriages loaux dans le plan et obtenir des algorithmes sous-exponentiels de même omplexité

2

O(

p

n)

.

En�n, dans l'aspet logique de ette thèse, nous avons dé�ni les lasses LIN-LOCAL et LIN-

PLAN-LOCAL, lasses dé�nies omme l'ensemble des problèmes linéairement rédutibles au

129
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problème �

'

une formule EMSO ' exprimant une ontrainte uniforme et loale sur des stru-

tures fontionnelles (ou bijetives) et sur les strutures fontionnelles (ou bijetives) planaires.

Ces lasses apturent exatement les problèmes linéairement équivalents à la Satisfaisabilité et

à la Satisfaisabilité planaire. Cette démarhe nous a onduit à explorer les plus petites formules

EMSO qui dé�nissent un problème NP-omplet. Nous avons montré qu'il existe une formule

EMSO '

min

, minimale sous plusieurs ritères syntaxiques, dé�nissant un problème �

min

sur

strutures fontionnelles � resp. sur strutures fontionnelles planaires � qui est NP-omplet et

en fait linéairement équivalent à Sat � resp. Plan-Sat. De plus, la formule '

min

a été prouvée

unique, à quelques symétries près, sur strutures bijetives et sur les strutures bijetives pla-

naires. Nos rédutions de Sat et Plan-Sat à �

min

ne sont pas parimonieuses, mais restent

ependant faiblement parimonieuses. Dans un adre syntaxique plus restreint, nous montrons

que s'il n'existe pas de rédution parimonieuse de Sat à �

min

sur strutures bijetives et bije-

tives planaires, alors une variante '

nand

jouit des mêmes propriétés de minimalité et d'uniité

pour la dé�nition d'un problème �

nand

sur strutures bijetives et bijetives planaires qui est

(linéairement et) parimonieusement équivalent à Sat.

Π ϕ

ΠnandPLAN−

Π ϕPLAN−

ΠminPLAN−

Πmin Πnand

3−COL1/3−SAT

PLAN−1/3−SAT PLAN−3−COL

SAT

PLAN−SATPLAN−HAMILTON

HAMILTON

Classe LIN−LOCAL

Classe LIN−PLAN−LOCAL

VERTEX−COVER

PLAN−VERTEX−COVER

Réductions :

Problèmes planaires

Problèmes généraux

quadratique, parcimonieuse

linéaire, faiblement parcimoneuse

linéaire, parcimonieuse

Fig. 1 � Synthèse des rédutions présentées dans e mémoire

Nous laissons un ertain nombre de problèmes ouverts :

� En e qui onerne nos rédutions parimonieuses à 3-Col et Plan-3-Col, nous n'avons

pas essayé d'optimiser le degré des graphes de sortie. On peut se demander quel est le degré

minimal pour lequel 3-Col et Plan-3-Col restent parimonieusement équivalents à Sat

et Plan-Sat.

� Des rédutions linéaires de Plan-Vertex-Cover à Plan-Sat et de Hamilton à Sat

existent-elles ? Bien que la réponse soit problablement négative dans les deux as, le fait

que Plan-Vertex-Cover et Plan-Sat ont le même shéma �diviser-pour-régner� pour

leurs algorithmes sous-exponentiels nous pousse à penser que es deux problèmes ont la

même ompléxité. Il est don dommage de ne pas pouvoir établir leur équivalene linéaire.

� Un problème linéairement équivalent à Sat qui n'a pas été étudié dans e mémoire est 2-

Disjoint-Paths, le problème de l'existene de deux hemins disjoints à extrémités �xées

dans un graphe orienté. La rédution originale par Fortune et Wyllie [32℄ de Sat à e

problème est non parimonieuse, bien qu'elle puisse être rendue faiblement parimonieuse.
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Il semble qu'auune rédution parimonieuse entre es deux problèmes ne soit possible,

dans un sens omme dans l'autre. Il serait intéressant d'en avoir la preuve.

� Nos rédutions linéaires entre la satisfaisabilité planaire et l'Hamiltoniité planaire sont

tributaires des propriétés de la géométrie eulidienne dans le plan. En partiulier, nos

preuves ne tiennent plus pour des surfaes de genre supérieur à zéro omme le tore. Il

serait intéressant de savoir si un lien linéaire existe entre l'Hamiltoniité torique et la

satisfaisabilité torique ou même générale.

� Existe-t-il une rédution parimonieuse de Sat au problème �

min

? Nous onjeturons que

non.

� La lasse des problèmes linéairement rédutibles à Hamilton admet-t-elle une aratéri-

sation logique omme la lasse de Sat ? Une piste onsiste à étendre les formules loales

par l'insatisfaisabilité d'une ertaine formule EMSO-Horn à 1 variable. Nous savons qu'une

telle formule dé�nit une sous-lasse de NLIN et que ette lasse ontient Hamilton. Nous

ne savons ependant pas prouver la omplétude de Hamilton pour ette lasse.
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Résumé

Rédutions �nes entre problèmes NP-omplets

Linéarité, planarité, parimonie et minimalité logique

Nous étudions les problèmes ombinatoires NP-omplets autour de la Satisfaisabilité (Sat) :

3-Colorabilité (3-Col), Hamiltoniité (Hamilton), et., et les rédutions �nes entre es pro-

blèmes et leurs versions planaires. Nous herhons à préserver la struture des solutions (pari-

monie), la omplexité des problèmes (linéarité), et la géométrie des instanes (planarité). Nous

exhibons une rédution quadratique et parimonieuse de 3-Col à Plan-3-Col et une rédu-

tion linéaire, planaire, et parimonieuse de Sat à 3-Col, uni�ant et ra�nant les preuves de

NP-omplétude et de #P-omplétude pour 3-Col, Plan-3-Col, #3-Col et #Plan-3-Col,

et montrant la DP-omplétude de Unique-3-Col et Unique-Plan-3-Col. Nous établissons

l'équivalene linéaire et parimonieuse de Plan-Sat et de Plan-Hamilton, un lien peu pro-

bable entre Sat et Hamilton. Nous exhibons en�n une formule Existentielle Monadique du

Seond Ordre prouvée minimale et unique, dé�nissant un problème NP-omplet sur strutures

bijetives.

Mots-lés : Problèmes ombinatoires, graphes, satisfaisabilité, 3-olorabilité, Hamiltoniité ;

Complexité algorithmique, non-déterminisme, temps polynomial, omptage, solutions uniques ;

Complexité desriptive, logique existentielle monadique du seond ordre ; Rédutions, linéarité,

parimonie, planarité.

Abstrat

Tight redutions between NP-omplete problems

Linearity, planarity, parsimony, and logial minimality

We study the ombinatorial NP-omplete problems near to Satis�ability (Sat) : 3-Colorability

(3-Col), Hamiltoniity (Hamilton), et., and the tight redutions between these problems and

their planar versions. We aim at preserving the struture of the solutions (parimony), the om-

plexity of the problems (linearity), and the geometry of the instanes (planarity). We present

a redution from 3-Col to Plan-3-Col that is quadrati and parsimonious, and a redution

from 3-Col to Sat that is linear, parsimonious and planar, thus unifying and re�ning the proofs

of NP-ompleteness and #P-ompleteness for 3-Col, Plan-3-Col, #3-Col et #Plan-3-Col,

and showing the DP-ompleteness of Unique-3-Col and Unique-Plan-3-Col. We establish

the linear and parsimonious equivalene of Plan-Sat and Plan-Hamilton, an unlikely link

between Sat and Hamilton. Finally, we present an Existential Monadi Seond Order formula,

proved minimal and unique, that de�nes an NP-omplete problem over bijetive strutures.

Keywords : Combinatorial problems, graphs, satis�ability, 3-olorability, Hamiltoniity ; Com-

putational omplexity, nondeterminism, polynomial time, ounting, unique solutions ; Desriptive

omplexity, existential monadi seond order logi ; Redutions, linearity, parsimony, planarity.
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